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Kapitola 1
Uvod a predbéZnosti

Text obsahuje vyklad zakladd predikdtové logiky. Piesnéji piijde o predikatovou logiku prvniho
rfadu, umoznujici bezprostiedné zachazet jen s predikcemi a kvantifikacemi individui, nikoli vSak
jiz se systémy individui, systémy takovych systému atd; to je mozné az v logikach vyssich fadu.
Dale ptjde jen o logiku dvouhodnotovou; vicehodnotovy pfipad zminime pouze orientacné. Po-
znamenejme, Ze logika miZze pracovat navic s tzv. neklasickymi kvantifikacemi (znaéicimi napi.
sexistuje nekoneéné mnoho*), s nekoneénymi vyrazy ¢ modalitami; to vSe je zde pominuto.

Nejprve bude vylozen koncept nastinéné predikatové logiky, pak bude rozvinuta dvouhodnotova
vyrokovéa logika jako specificky dulezitd ¢ast a nésledné rozvinuta predikatova logika, zejména
pokud jde o jeji kompletnost.

Pti vykladu je zapotiebi pracovat s fadou elementarnich pojmt, jakymi jsou konecné po-
sloupnosti, relace, operace, velikosti mnozin, induktivni definice, dikaz indukci podle slozitosti
induktivné definovanych objektt, pfipadné dalsi. Ty jsou struc¢né shrnuty v Predbéznostech.

V textu uzijeme na mnoha mistech znacku < pro ,pravé kdyz“ a = pro ,implikuje“ ceského
jazyka. Znacka <> resp. — je symbol znamenajici ekvivalenci resp. implikaci a patfici do néjakého
matematickou logikou zkoumaného symbolického jazyka.

Misto -+ resp. ___resp. ...“ piSeme také -+ [-__/...]%.

1.1 Predbéznosti.

Zakladni mnozinové pojmy.

Vlastnost (vztah) V(z) o mnozinich definuje t¥idu {z; V(z)}; je-li to mnozina y piSeme y =
{z; V(z)}. Napf. vztah x = x definuje tfidu V vSech mnozin. NemiiZe to byt mnozina, nebot jinak
by byla mnozinou i jeji podt¥ida y = {z; z ¢ z}; pak ale y € y < y ¢ y, coZ je spor. Déle napt.
{z; © # 2} je tzv. prazdnd mnozina, znacena (.

Symboly U,N, —, — zna¢i bézné zndmé operace s mnozinami, a to sjednoceni, prunik, rozdil
a symetrickou diferenci dvou mnozin, {z,y} je neuspofadana dvojice mnozin x, y; obsahuje pravé
prvky = a y. {xo,...,Zn_1} je mnozina, obsahujici pravé prvky zg,...,2,—1; kdyz 29 = 1 =

- = xp_1, je to jednoprvkova mnozina {zo}. Déle z C y znadi, Ze x je podmnoZina y. Potenci

P(z) resp. sjednoceni |z mnoziny x definujeme takto:
P(x)={y; y Ca} resp. Jz={y;y € z pro n&jaké z € z}.
Pokryti mnoZiny A je mnozina S C P(A) — {0} s |JS = A. KdyZ navic jsou kazdé dva rtizné prvky
u,v z S disjunktni, tj. uNv =0, je S disjunktni pokryti A neboli rozklad A.
Poznamenejme, Ze uvedend tvrzeni o tom, ze 0, {z,y}, P(z) atd. jsou mnoziny plynou z axiomi

o mnozinach, tvoficich napf. Zermelo-Fraenkelovu axiomatiku. Nize uvedeme dal$i mnozinové po-
jmy a jejich vlastnosti; ty budou plné v souladu se zminénou axioamtikou a navic budou intuitivné
dobre akceptovatelna. Mnozinovy ramec tak predstavuje dostateéné ujasnény pudorys pro exaktni
rozvoj dané matematické problematiky.
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Relace, funkce, soubory. Zakladni porovnavani mnozin.

Uspotadand dvojice (x,y) je mnozina {{z}, {z,y}}. Plati: (z,y) = (2',y’), pravé kdyz « = o’
a y = y'. Kartézsky produkt (sou¢in) a x b mnozin a a, b je tvofen pravé vSemi usporadanymi
dvojicemi (z,y) s € a, y € b. Nyni miizeme definovat disjunktni sjednoceni x & y mnozin:

zdy = ({0} x ) U({{0}} x p).
Poznamenejme, Ze () resp. {(}} chdpeme té7 jako pFirozend ¢&isla 0 resp. 1, tudiz z Wy = ({0} x ) U
({1} x y). Disjunktni sjednoceni, kartézsky soucin a mnozinovd mocnina jsou dilezité mnozinové
operace, Uzce souvisejici s kalkulem velikosti mnozin.

Relace je jakékoli mnozina R uspofddanych dvojic; specialné je () relace. Misto (z,y) € R se
pise téZz R(x,y). Defini¢ni obor resp. obor hodnot relace R je mnozina

dom(R) = {z; existuje y s (z,y) € R} resp. rng(R) = {y; existuje z s (z,y) € R};
zfejmé R C dom(R) x rng(R). Extenze prvku = v R je mnozina R[z] = {y; (z,y) € R}. Parciali-
zace R|u relace R na u je {(x,y) € R; v € u}; je R0 = 0. Dale R~ = {(y,); (z,y) € R}
je relace inverzni k R. Je-li S také relace, definujeme slozeni R o S relaci R a S: Ro S =
{(z,y); existuje z s (x,2) € R a (z,y) € S}. Bud A mnozina. Pak Id4 = {(a,a); a € A}. Zfejmé
proRCAxAje Roldy =R=1IdsoR.

Relace R je reflexivni resp. symetrickd resp. tranzitivni na A, kdyz pro a,b,c € A plati:

R(a,a) resp. R(a,b) implikuje R(b,a) resp. kdyz R(a,b) a R(b,c), tak R(a,c).
Je-li relace R reflexivni, symetrickd a tranzitivni na A = dom(R) = rng(R), je to ekvivalence na
A apro a € A je R[a] faktor prvku a dle R. Mnozina A/R = {R[a]; a € A} je faktor-mnozZina
mnoziny A dle R. A/R je zfejmé rozklad A a naopak rozklad S na A uréuje ekvivalenci F na
As A/E = S. Je-li relace reflexivni a tranzitivni na A, je to kvaziuspofaddni na A, je-li navic
R antisymetrickd na A, tj. z R(x,y) a R(y,z) plyne z = y pro x,y € A, je R uspofadani na A;
R —1d, je jeho ostra verze. Casto zna¢ime uspofadani symbolem <; < je pak jeho ostrd verze.

Relace R je funkce, kdyZ R[xz] je jednoprvkova pro kazdé z € dom(R). Je-li R funkce a plati
R[z] = {y}, piSeme R(z) = y; y je hodnota R v x. Mnozina @ je (prdzdna) funkce; dom(0) =
() = rng(P). Funkce zna¢ime nejéastji pismeny F,G, H, f,g,h. Symbol f : x — y znadi, ze f je
funkce z x do y, tj. dom(f) = z, rng(f) C y. Funkce f je na y, kdyz rng(f) = y a je prostd,
kdyz pro a,b € dom(f) s a # b je f(a) # f(b). Dale mnozina vSech funkci z = do y se znaci %y.
Prvky z *{0,1} jsou charakteristické funkce na x. Pro funkce F, G definujeme F' - G = G o F; tedy
F .- G(z) = y pravé kdyz existuje z s (z,2) € G a (z,y) € F a také F' - G(x) = F(G(z)) pro
x € dom(G) s G(z) € dom(F). Misto F' - G se pise téz FG. Je-li F funkce a X mnozina, znaci
F[X] (téz F"X) obraz X pfes F, tj. mnozinu {y; existuje x € X s y = F(x)}.

Je-li f funkce s dom(f) = I, fikdme také, Ze to je (indexovany) soubor (s indexovou mnozinou
I) a znacime jej (fi)icr, strucnéji (fi)r; fi je f(i). Prazdny soubor se znadi téz (). Sjednoceni
U(rng(f)) souboru (f;)ier se znaci | J,; fi, struenéji |J; fi a také (J{ fi; i € I}.

Zakladni porovnani velikosti mnozin je dédno subvalenci a ekvivalenci mnozin: Mnozina x je
subvalentni (<) resp. ekvivalentni (/) mnoziné y, existuje-li prosté zobrazeni x do y resp. navic
na y. Kdyz =z < y a neni x = y, je x ostfe subvalentni y. Zfejmé jsou <, ~ reflexivni a tranzitivni
vztahy, ~ navic symetricky. Déle P(z) =~ *{0,1}. Plati dvé dtlezité véty:
CANTOR-BERNSTEINOVA VETA. z <Xy a y < « implikuje x ~ y.

CANTOROVA VETA. MnoZina x je ostie subvalentni P(z).

Prirozena disla.

Mnozina prirozenych ¢isel se zna¢i N. Definuje se jako nejmensi induktivni mnozina, tj. ta-
kovd mnozina w, ze ) € w a z x € w plyne x U {z} € w. Pak pro kazdé pfirozené ¢islo n
plati n = {0,1,...,n — 1}, specialnd 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,1}. Déle je m < n & m € n &
m C n. Uspofadéni < prirozenych cisel je dobré, tj. kazda neprazdnd podmnozina mnoziny N ma
nejmensi prvek. Déle plati princip matematické indukce a lze konstruovat rekurzi podle predpisu
F(n) = G(F[n,n) jedinou maximdlni funkci s dom(F') € N ¢ dom(F) = N; G je tzv. konstruujici
funkce. Rekurzi se sestroji obvyklé sc¢itani a nasobeni pfirozenych ¢isel. Dale definujeme: mnozina
je konecna, je-li ekvivalentni néjakému pfirozenému ¢islu n € N: © ~ n. PiSeme pak |z| = n a
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tikdme, ze n je velikost ¢i kardinalita ¢i mohutnost z. Pfirozena ¢isla predstavuji typy velikosti ¢ili
kardinalit kone¢nych mnozin. Jejich aritmetika je dana sc¢itdnim, nasobenim a mocnénim pfiro-
zenych ¢isel, pfiCemz vyznam této kardinalni aritmetiky ukazuji nasledujici rovnosti pro konecné
mnoziny z, y:

lwwyl = |zl +yl, |zxyl =zl lyl, %=yl

™ mnozinu vSech n-prvkovych podmnozin mnoziny x. Pro z konefnou s n < |z| je

Onac¢me [z]
] = (7).
Konec¢né sekvence.
Predikat .z je sekvence“, znadeny jako Seq(x), je dan takto:
Seq(x) < x je funkee, jejiz defini¢ni obor je néjaké pfirozené ¢islo. (1.1)
Zakladni pojmy vztahujici se k sekvencim jsou: unarni parcidlni funkce ,,délka sekvence* x, binarni
parcidlni funkce ,y-ty ¢len (prvek) sekvence z“, ,konkatenace sekvenci z a y“, ,konkatenace

sekvence x sekvenci “, binarni predikce ,;sekvence x je po¢atkem sekvence y“ a konstanta ,,prazdna
sekvence“. Znacime je po fadé symboly

Ih(z), (z),, strucnéji téz x,,, z_y, U(x), z<y, 0.
Je-li = sekvence délky n, miZeme fikat, Ze to je n-sekvence. Je to ovSem soubor (z;);<n, ktery
zapisujeme téz jako

<.’IJO, ce ,$n71>.
Je-1i navic rng(x) C A, je to sekvence v A. Mnozinu vSech sekvenci v A znaéime A*; tedy
A* =, en A

Sekvenci (z;);<n resp. jeji délku znaéime téz symbolem
T resp. 1(ZT);
pruh nad xz mé graficky vyznacit, Ze jde o sekvenci. Misto 2/, z0 apod. piseme Z’, Z° apod. Tedy
T’ je (xg,...,x),_1) pro n&jaké n € N. Dale misto T; piSeme téZ jen x;.
Snadno se zjisti, Ze plati: konkatenace je asociativni a neni komutativni, }_s = s = s_{) pro
sekvenci s, 1(s_s’) =1(s) +1(s').
Poznamenejme, ze {(xg,...,2T,—1) je sekvence délky n; je prazdnd pro n =0 a () pron = 1.

Kartézska mocnina, n-tice.

Pro n € N definujeme n-tou kartézskou mocninu A™ mnoziny A indukci:

AP = {0}, A=A, A"l =A"x A.
Prvky z A™ jsou (uspofadané) n-tice v A a dale n-tice je n-tice v néjakém A. UkéZeme, ze "A a
A™ muzeme ,prakticky“ ztotoznit. Definujme funkce ( )" : "A — A™ indukci:

@°=0, (@)=apoacd,  (s_(b)"' = ((s)",b) pro s € "A.

Kazdé ()™ je prosté zobrazeni "A na A™. Diky tomu ztotoziiujeme s € "A s (s)™ a (tedy) piSeme
(80y--.,8n—1) misto (s)", pokud to nevede k nedorozuméni. Mame potom pro n > 0 rovnost
(ag, ... an)nt1 = ({ag, ... Gn_1)n, an).
POZNAMKA. Uvedme, kdy ztotoznéni miize vést k nedorozuméni. Je-li s = {(ay,...,a,_1) € "A,
pisme (s)" jako (ag,...,a,_1)". Potom tedy je (a)! = a pro a € A a ztotoznéni dava a = (a), coz
je neplatna rovnost, hledime-li na (a) jako na sekvenci délky 1. Pro n > 0 je (ag,...,a,)" " =
((ag,---,an_1)" an). Pro ag,ai,az z A mize byt 3-tice u = (ag,a1,a2)® (€ A3), také 2-tici
((ag,a1),a2)? (€ A?), je-li (ag,a1) v A. Tedy (s)* = u = (s')? pro jisté s € 34 a s’ € 2A4. Je
ovSem s # s’ a ztotoznéni tedy vede k neplatné rovnosti s = s’.

Poznamenejme, ze je ["A| = |A"| = |A|", specidlné pro A kone¢né alespoii dvouprvkové je
|A%| > | A|. Existuje vSak nekone¢nd mnozina A takovd, ze A% C A.

Uvedme jesté nékolik uziteénych pojmi. Pro n-tici @ a K < m symbol a(k/b) znadi n-tici @
takovou, ze a, = a; pro k # i < n, a}, = b. Rikdme, 7e dvé sekvence T,y jsou disjunktni, kdyz
rng(Z) Nrng(y) = 0; piseme téz TNY = 0.
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n-arni relace a funkce.

Bud n € N. Mnozina R C A™ je n-arni relace nad A; n nazyvame Cetnost R a zna¢ime ar(R).
Specialné 0-arni relace nad A je R C {0}, 1-arni relace je jakékoli mnoZina (a neni to tedy nutné
mnozina dvojic). Ozna¢me

RL(A) = {R; R C A™ pro né&jaké n € N}.

Funkce FF C A™ x B se nazyva n-arni (parcidlni) funkce ¢i zobrazeni z A do B; jeji Cetnost
znadime ar(F) a tedy mame ar(F) = n. Je to totdlni n-arni zobrazeni z A do B, kdyZz navic
dom(F) = A™. Rikdme pak jesté, Ze to je m-arni operace nad A, kdyz B = A. Specidlné 0-arni
operace nad A je F' tvaru {(0,a)} s a € A a ztotoziiujeme ji s a.

Pro relaci R C A™ resp. zobrazeni F' : A — B aa= (ag,...,ap_1) € A"

R(@) znacime téz R(ag,...,an-1) resp. F(a) zna¢ime téz F(ag,...,an_1).

Induktivni definice.

Necht F je n-arni funkce a X mnozina. F-konkluze X je mnozina F[X"]; znafime ji F[X].
Tedy F[X] je tvofeno pravé prvky F(z1,...,2,) s (T1,...,2n) € X™ Ndom(F).

1.1.1. F-uzévér a odvozeni. Induktivni definice.

Bud F mnozina funkci koneénych ¢etnosti, X mnozina.

1. F-konkluze X je mnozina |J{F[X]; F € F}; znadime ji F[X]. Tedy v F[X] jsou prave
prvky F(z1,...,2,) 8 (®1,...,2,) € X" Ndom(F) pro F € F, specidlné F(() pro F € F nularni.

X je F-uzaviend, kdyZz obsahuje svou F-konkluzi, tj. kdyz F[X] C X. F-uzdvér X je nejmensi
F-uzaviend nadmnozina X; F-uzdvér X znacime F(X).

2. F-odvozeni z X je sekvence s, pfi¢emz pro kazdé i < lh(s) je s; € X nebo existuje F z F a
0y -+, in—1 < 7 tak, Ze n je Cetnost F a s; = F(s;,,...,si,_,); Fika se pak, Ze s je F-odvozeni z X
prvku y = (8)in(s)—1. Prvek je F-odvozeny z X, existuje-li jeho F-odvozeni z X.

3. Induktivni definice mnoziny Y z F a X je seznam pravidel

e kazdy prvek z X jevY,

. L - . " (1.2)
e F(y1,...,yn) je vY, jakmile F € F je Cetnosti n a (y1,...,yn) € Y™ Ndom(F).

O nejmensi mnoziné Y vyhovujici témto pravidlim fikame, Ze to je mnozina definovand induktivn{
definict s pravidly [L2); je to ovem mnozina F(X).
Diikaz indukci na objektech (téz podle sloZitosti objekti) z F(X), ktery prokazuje, ze kazdy
prvek z F(X) mé vlastnost V, je schema
e kazdy prvek z X U {F(0); F € F je nularni} ma vlastnost V,
o kdyZ y1,...,yn z F(X) maji kazdé vlastnost V, ma F(yi,...,yn) vlastnost V, (1.3)
jakmile FF € F a (y1,...,yn) € dom(F).

Druhd polozka z (L3) je schéma indukénich kroki, ,necht yi, ..., y, maji vlastnost V* je indukéni
predpoklad indukéniho kroku v vy, ..., y, pro F.

Pokud ' = FU{F,; z € X}, kde F, = {(§,2)} je nularni, v (L2) i (I3)) lze vynechat prvy
fadek a ve druhém psat F’ misto F.

TVRZENI 1.1.2. Bud F mnoZina funkei konecnyjch cetnosti, X mnozina. Pak
1) 3(X) = U,en Xn, kde Xo =X a Xpq1 = X,, UF[ X, ].
2) F(X) ={y; y je F-odvozeny z X }.
3) Plati-li (L3), ma kazdy prvek z F(X) vlastnost V.
4) X' C X =F(X') CFX), X CFX) =F(FX)).
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Diikaz. 1) plyne snadno.

2) Inkluze D. Je-li s néjaké F-odvozeni z X, je jeho posledni ¢len v F(X); to plyne ihned
indukei dle délky s uzitim F-uzavienosti F(X). Odtud plyne dokazovand inkluze.

Inkluze C. Indukci plyne pro kazdé n: kazdé y € X,, je prvek F-odvozeny z X. Pron = 0
to je jasné a indukéni krok plyne takto: bud y = F(z1,...,2,) € Xpt1 S 21,---,2n 2 Xp 8 8
bud F-odvozeni z X prvku z; pro i = 1,...n. Pak s;_ --- _s,_y je hledané odvozeni. Jelikoz
F(X) = U,en Xn, dokazovand inkluze C plati.

3) Indukeci snadno plyne pro kazdé n: kazdé y z X,, mé vlastnost V.

4) Inkluze jsou zfejmé a posledni rovnost plyne z F-uzavienosti F(X). O

Velikosti mnozin.

Dvé mnoziny x a y jsou stejné velké, kdyz jsou ekvivalentni, tj. x ~ y. Existuje tfida Cn tzv.
kardinalnich ¢isel, predstavujici typy velikosti mnozin, tj. za predpokladu axiomu vybéru lze ke
kazdé mnoziné x najit pravé jedno x € Cn tak, ze = k; uvedené x je velikost ¢i kardinalita
¢ mohutnost = a znaéi se |z|. Je N C Cn a pro = kone¢nou je |z| € N. Pismena &, A\, p znaci
kardindlni ¢isla.

Na Cn je dano dobré uspoiradani < a podobné jako pro pfirozend d¢isla plati i pro vSechny
kardindly kK < A & k € A & k € A. Navic pro mnozinu © C Cn je |Jz supremum z v tomto
usporadani. N je pocatecni tsek uspoifadani <. Prvni kardindl z Cn — N je nejmensi nekonecny
kardinal a znaci se w ¢i Ng. Je w = N a prvek z w, tj. pfirozené ¢islo, je kone¢ny kardinal. Mnozina
kardinality w se nazyva spocetnd mnozina. Nekoneénd mnozina, kterd neni spocetna, se nazyva
nespodetné. Nejmensi kardinal vétsi nez « se nazyva naslednik x a znadi se x*. Definujeme indukei:
Wy = W, Wpt1 = (wy)T. Déle w, je nejmensi kardindl v&tsi nez kazdé w, s n < w. Misto w; se
pise také N; pro i < w. Tfida Cn neni mnozina, nebot jinak by pro supremum s mnoziny Cn
bylo |P(k)| < k. Zapis k < w znadi, ze k € N, k > w pak, Ze k je nekoneény kardindl. Kardinalita
mnoziny P(N) se znadi ¢ a nazyva se kontinuum; tedy ¢ = |P(N)| = |“2| a také ¢ = |R|. Podle
Cantorovy véty je w < ¢, tedy ¢ > w™. Rovnost ¢ = w; se nazyva hypotéza kontinua a znadi se
(CH). Z axiomu obvyklé, tj. Zermelo-Fraenkelovy teorie mnoZin s axiomem vybéru ZFC, nelze
hypotézu kontinua ani dokazat ani vyvratit. Je to jedno z nejznaméjsich nezévislych tvrzeni teorie
mnozin. Je-li teorie ZFC bezespornd, je bezesporna i s (CH), ale napf. i s ¢ = ws. Zacdtek kardinalni
skaly muazeme zapsat takto:

0<1<2< - <n<n+l<  <w<w <wg <+ <Wyp < (W) <---.
Aritmetika kardinalnich ¢isel. Na Cn je definovano +, - a mocnina, pfi¢emz tyto operace
rozsifuji analogické na N:

E+ARKYA, K- AR KX A, K~ % (1.4)

ZNACENI.
1. Mnozina v8ech podmnozin u C x s |u| = A resp. s |u| < A se znadi
[z]* resp. [x]<*.

Specidlné [z]<“ je mnozina vSech kone¢nych podmnozin mnoziny x.

2. Pro ¢ rovno < ¢ < a velikost (¢islo) & znaéi symbol
k(e) resp. k(o,00)

pocet velikosti (Gisel) A\ takovych, Ze A o k resp. navic je A nekoneéné.
Napft. tedy plati

n(<)=nproneN, w<)=w=w(<), w(<,0) =0, w(<o00)=1, |[CnNk|=Ekr().
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TVRZENI. (Poéitani s kardinalitami a kardinaly.)

Cl) a)l|zUy| <|z|+ |yl b) \Uicr il < |- A, je-li |z;| < X pro kazdé i € I.
C2) a) |P(z)| =2 =22, b)c=2v.
C3)  Pro +, - plati obvykla komutativita, asociativita a distributivita.

Plati obvyklé vzorce o mocniné: kN = k* -kt (kMM = kME.

Monotonie: kdyz k < kg, A < Ag, tak kK + X< Ko+ Ao, K- A< Kg-Ag, 0 < K = K < m())‘o.
C4)  Je-li alespon jeden kardindl k, A nekonecny a oba jsou nenulové, plati

K+ A=k -)X=max(k,\).

Specidlné: Je-li x nekoneénd, y C x a |y| < |z|, tak |z — y| = |z|.
C5) Prok>wa0<neN plati: a) k" = k. b) A <k = [k]* = & .
o) |[&]<¥| = k. d)2< A< k=20 =)

Tedy napf: w=w+l=w+tw=w - w=w - w+5=w’ <w* =29 = (2v)~,
V nasledujicim tvrzeni je uvedeno nékolik uzitecnych poznatkl tykajicich se velikosti mnozin.

TVRZENI.

1)  Pro nekonecnou mnoZinu x plati:
a) i) a* ~x, i) [z]* = P(x).
b) x lze rozloZit na |x| disjunktnich mnoZin, magicich kaZdd kardinalitu |z|.

2)  Vsech relaci resp. operaci nad A, které maji konecné éetnosti, je
a) w, pokud 2 < |A| < w, b) 2141 pokud |A| > w.

3) Bud A#0. ProUU C A je (A, U) izomorfni s (A,U"), pieme (A, U) = (A, U"), kdyz
existuje prosté zobrazeni A ma A prevddéjici U na U’. Pak plati:
AZ na izomorfnost je dvojic (A, U) s U C A pravé |A|(<).

Diikaz. 1) a) i). Je z* = {J,_,, 'z. Tedy 2 < 2* S w- |z| & 2 a odtud = ~ 2*. Pfitom jsme uzili C1)
b), C4), C5) a). ii) plyne ihned z C2) a) a C5) b), d). b) Bud k = |z|; {{i} X ;i € k} je rozklad
Kk X k na x disjunktnich mnozin majicich kazdé kardinalitu x; diky x x k =~ x plati dokazované.

2) a) Je 2 < |A| < w. Pak mnozina vSech uvazovanych relaci je |J,, .., P(A"), coz je spocetné
sjednoceni neprazdnych koneénych mnozin a tedy to je mnozina spocetna. Mnozina vSech uvazo-
vanych operaci je |J,, ., A"A, coz je spocetné sjednoceni neprazdnych koneénych mnozin a tedy
to je mnozina spocetné. b) Relaci R C A" s 0 < n < w je |P(A")| = 241, nebot |A"| = |A]| dle
C5) a). Mnozina vsech uvazovanych relaci je tedy spocetné sjednoceni mnozin kardinality 24!,
coZ je mnozina kardinality 214! dle C1) b) (nebot je alesponi kardinality 2/4!). Podobné je tomu
s operacemi F': A" — A.

3) Ziejmé (A, U) = (A,U') < |U| = |U'| a |A—-U| = |A—U’|. Sta¢i uz tedy jen dokézat:
Vsech dvojic (|U|,|A—=U|) s U C A je pravé |A|(<). Pro |A| < w to plati, nebot |A — U] je
jednoznaéné uréeno |U|. Bud |A| > w. VSech uvazovanych dvojic s |U| < |4] je |A|(<) a téch, pro
které |U| = |A|, je pravé |A|(<) (nebot |A — U] je libovolny kardinal < |Al); celkem jich tedy je
pravé |A|(L). O

1.2 Booleovy algebry.

1.2.1. Booleova algebra. Podalgebra. Homomorfizmus, vnofeni, izomorfizmus.
1. Booleova algebra, kratce algebra, je Sestice B = (B, —,V, A,0,1), kde
B je neprazdné mnozina,
— je unarni, V, A jsou binarni operace na B, 0,1 jsou néjaké prvky z B,
pri¢em? jsou splnény tzv. booleovské zdkony (téz aziomy), tj. pro z,y,z z B plati:
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asociativita zo(yoz)=(xoy)oz © je V nebo A
komutativita rToYy=9yox ¢ je V nebo A
distributivita zo(yo z)=(zoy)d (xoz) <[] jeV [A] nebo A [V]
absorbce zV(@Ay)=x=xA(zVy)
komplementace xV (—z)=1, zA(—x)=0
netrivialita 0#1.
B je univerzum algebry B, — komplement, V spojeni, A prisek, 0 resp. 1 je (booleovskd) nula

resp. jednicka. Na 0 resp. 1 hledime téZ jako na nuldrni operaci, pfifazujici ) € B® hodnotu 0
resp. 1. Velikost algebry B je velikost jejiho univerza. Poznamenejme, Ze Booleova algebra je tzv.
struktura prvého fadu s jednou unarni, dvéma bindrnimi a dvéma nuldrnimi operacemi, pficemz
univerzum je alesponn dvouprvkové.

Vezme-li se misto netriviality zakon triviality, tj. 0 = 1, nazyva se B trividlni Booleova algebra.

2. Podalgebra Booleovy algebry B = (B, —,V, A,0,1) je algebra A = (A, —',V/,\',0/,1’), kde

A C B a kazdé operace ¢’ je ziZzenim ¢ na A (specidlné 0’ =0, 1’ = 1.) PiSeme pak
ACB

a podalgebru A znacime také symbolem B[ A. Ziejmé je A C B univerzem néjaké podalgebry
algebry B, pravé kdyz je A neprazdna mnozina uzaviend na vSechny operace algebry B, tj. kazda
operace Booleovy algebry B zobrazi prvky z A do A; specialné je 0,1 € A. Je-li tedy A neprazdna
podmnozina B uzaviend na operace algebry B, je B[ A podalgebra B s univerzem A. Ziejmé je A =
B[{0,1} podalgebra algebry B = (B, —,V,A,0,1); A nema vlastni podalgebru (tj. s univerzem
mensim nez A).

3. Budte B = (B,—,V,A,0,1), B' = (B’,—',V/,\',0’,1') Booleovy algebry. Zobrazeni h uni-
verza B do B’ je homomorfizmus algebry B do B’, kdyZ plati:

pro kazdé a,b € B je h(—a) = —'h(a), h(a©b) = h(a) ¢’ h(b), kde © je V nebo A,
h(0) =0, h(1) =1".

Je-li navic h prosté, je to (izomorfni) vnoteni B do B'. Je-li jesté navic h zobrazeni na B’, je to
izomorfizmus B a B'; ¥ikdme pak, Ze B je izomorfni s B’ via h a piseme také B = B’ (via h).

1.2.2. Produkt a mocnina Booleovych algeber.
Bud (B;) ; neprazdny soubor Booleovych algeber; jeho produkt je algebra (][, B;, —*, V*, A*, 0%, 1%),
kde kazda operace je definovana ,po slozkach“:

(=" N@) = =Pif@@), (fo*g)(i) = f(i) 0P g(d), o*(i) = oP pro kazdé i € I,

pricemz ¢ je V, A, 0 ¢ 1. Tento produkt znac¢ime

I1; B:-

Kdyz B, = B pro kazdé i € I, piseme B misto [I, B; a fikdme, ze to je I-t4 mocnina B.
Kdyz 0 < n € w, piSeme Byx ---xB, _; misto [[, B;. Dale 'B ztotoziiujeme s B. Projekce
7; ¢ [[; Bi = Bj je definovand vztahem m;(f) = f(j) pro j € I. Zfejmé to je homomorfizmus
[1; B; na B;.

PRIKLADY 1.2.3.
1. a) Potencni Booleova algebra je algebra

2(I) = <T(I)a _Ia U, ma (2)7 I>;
kde —! je komplement do I, tj. operace — : P(I) — P(I) takova, ze pro u C I je —Tu =T — u;
misto —! piseme struéné jen —. Pro I = () jde o trividlni algebru.
b) Podalgebra P(I) s univerzem tvofenym koneénymi a kokoneénymi (tj. komplementy ko-
neénych) podmnozinami I se znaéi

FA(I). (1.5)
Je-1i I konecna, je to P(I), jinak mé velikost jako mnozina I.

2. a) Dvouprvkova Booleova algebra (pravdy a 17i) je
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2: <27_1v\/17/\17071>a (16)
kde 2 = {0,1}, =1 : 2 > 2 a —(0) =1, —1(1) =0, V1 : 2Xx 2 = 2 a Vi(z,y) = max(z,y),
A1:2%X2—2aA(z,y) =min(z,y).

b) Obecnéji pro I # 0 je 12 = (12, —;, Vi, A1,07, 1) a ziejmé pak

P(I) = 2 via u + ch,, kde ch, je charakteristicka funkce u na I.
Pro 0 < m < n € N je kazdd Booleova algebra ™2 az na izomorfizmus podalgebrou ™2 a také
podalgebrou 2.
3. a) C, pro 0 < p € N je podalgebra algebry ™ s univerzem C, C N tvofenym pravé viemi

funkcemi f € M2, které maji periodu p, tj. f(i) = f(i + p) pro kazdé i € N.

b) C_ je podalgebra algebry ™2 s univerzem C,, C "2 tvofenym pravé viemi funkcemi f € ™2,
které maji néjakou periodu p, 0 < p € N, tj. f(i) = f(i + p) pro kazdé ¢ € N.

1.2.4. Booleovské operace. Disjunktnost, konecné rozklady jednicky.

1. Booleouvskd operace je operace sloZzend z operaci komplement, spojeni, prisek, konstant nula
a jedna Booleovy algebry a z identity; jeji zapis pomoci symboli znacicich operaci komplementu,
spojeni, pruseku, nulu, jednicku a proménnou je booleovsky term. Booleovsky term je napti-

klad (z A —y) V z; je v proménnych z,y, z. Je-li t(zo,...,2,—1) booleovsky term v proménnych
X0y ..y Tn—1 abg,...,by_1 jsou prvky algebry B, znadi t(by, ..., b,—_1) hodnotu booleovské operace
predstavované termem t, spocitané v B v argumentech by, ..., b,_1. Je-li h izomorfizmus B a A,
je t(h(bo), ey h(bn—l)) = h(t(bo, . abn—l))-
Jsou-li 1, ..., t, booleovské termy, tak term tvaru
ti1V...Vt, resp. t1 A... N1y,
se nazyva konecné spojeni resp. prusek termai ti,...,t,. Jeho hodnota pocitand v dané algebie
nezavisi na poradi a uzavorkovani argumentt diky komutativité a asociativité, tudiz zévorky jsme

vypustili. Elementdrni prisek je koneény prisek tvaru :cg(o) JARERWAN xz(,"l_l), kde xg,...,zn_1 jsou

riizné proménné a o : n — 2. P¥itom zde znacéi z° resp. 2! term —x resp. proménnou z.

2. Bud B = (B, —,V,A,0,1). Mnozina X C B je disjunktni, kdyZ neobsahuje nulu a kazdé jeji
dva rtizné prvky jsou disjunkini proky, tj. jejich prisekem je nula v B. Mnozina {bg,...,b,_1} je
rozklad jednicky v B, je-li to mnozina disjunktni a by V ---V b,—; = 1.

TVRZENI 1.2.5. (O koneénych podalgebrach.) Budte by, ... ,b,_1 prvky Booleovy algebry B. Pak
hodnoty elementdrnich priseki bg(o) ARREWAY bz(_nfl) s o €™ a po vynechdni nuly tvorti disjunktni
rozklad D jednicky v B a vSechna konecnd spojeni prvkd z D univerzum nejmensi podalgebry
algebry B, obsahugici by, . .., bn_1; tato podalgebra md nejuyse 22" proki.

Diikaz. Indukci dle n se dokaze, ze D je disjunktni rozklad jednicky. Pro n = 1 to plati. Indukéni
krok z n na n + 1: méme-li jiz D pro by, ..., b,_1, vzniknou z kazdého prvku a € D nejvyse dva
nenulové prvky aAb,, a\—b, a jejich spojenim je pravé a. Prvky a Ab,, aA—b, s a € D jsou tedy
pravé nenulové elementarni priiseky bg(o) A~ ABSM™ a tvoii zjevns rozklad D’ jednicky. Jasné je
kazdy prvek b; s i < n spojeni nékterych prvkt z D’. Zbytek tvrzeni je ziejmy. O

1.2.6. Booleovskd identita v algebie B je néjakd rovnost booleovskych termi, platna identicky
v B. Je to booleovskd identita, pokud to je booleovska identita v kazdé Booleové algebre.

TVRZENI 1.2.7. (O booleovskych identitach.) Rovnost booleovkyjch termii je booleovskd identita,
praveé kdyz to je booleovskd identita v algebre 2.

Driikaz. Staéi dokdzat implikaci z prava do leva. Nech t(z1,...,2,) = s(21,...,T,) je booleovska
identita v 2. Pak to je booleovskd identita v konecné algebie A, protoze A = ™2 pro jisté m a
operace v ™2 jsou definovany po slozkach v 2. Bud B libovoln4 algebra, b1, ..., b, jeji prvky. Mdme

ukazat, ze t(by,...,b,) = s(b1,...,b,). Bud A koneéna podalgebra algebry B s {b1,...,b,} C
A; takova podalgebra existuje. Vime jiz, ze ¢(by,...,b,) = s(b1,...,b,) pocitino v A. Hodnoty
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t(by,...,bn), s(b1,...,b,) poclitané v A a B jsou stejné, tedy t(by,...,b,) = s(b1,...,by,) pocitdno
v B, coz jsme méli dokazat. O

Usporadani Booleovy algebry. Booleovska pravidla.

1.2.8. Kanonické usporadani, —, =, —, <>. Booleovské operace a identity.

V Booleové algebie B = (B, —,V,A,0,1) definujeme kanonické uspofdddni < na B a binarni
operace — rozdil, symetrickd diference — , (booleovskou) implikaci —, (booleovskou) ekvivalenci
< takto:

a<bsa=anb, a—b=an(-Db), a-b=(a—b)V(b—a),
a—=b=—-aVb, a+b=(a—=>b)A(b—a).

1.2.9. Booleovska pravidla jsou nasledujici booleovské identity popf. tvrzeni platnd v Booleové
algebfe (B, —,V,A,0,1) pro z,y, z,z’,y’ € B:

Idempotence: xVx=x,xANxr==1x

sVy=z&rxNy=y

< je usporadani, zVy=sup{z,y}, z Ay =inf<{x,y}
Monotonie: r<y a <y =zve<yvVy a zAz' <yAy
Extremalita: xVvV1=1, xA0=0

Neutralita: xrV0=2z, zANl==x
xANy=0azVy=1 & y=—-2, 0=-1, 1=-0
De Morgan: xzANy=—(—zV —y), xVy=—(—zA—y)
—(-z) ==, r<ys -y<-—w
T-y=y-u, (z=y)=z=x+(y~+2)
—(z—y)=z—y, —(z -y =zey
zAhy=1z=1=y, zVy=0&z=0=y

r<ys (z—y=1)

Diikaz lze provést zcela rutinné pomoci booleovskych zakonti nebo pomoci .27 O

Vidime, ze kanonické usporddani < Booleovy algebry B ma nejmensi prvek 0 a nejvétsi 1 a
kazda konefnd mnoZina s C B mé supremum a infimum, (B, <) je tedy svaz. Definujeme operace
\ a A z mnoziny {u C B; u je kone¢na} do B:

Vu=supcu, Au=infcu; specidlné je  \/0 =0, AD=1.
Plati ovsem
/\{wa .- ;zn—l} =To N\ ANTp-1, V{$07- .- 7xn—1} =20V VIp_1;

zévorky v uvedenych vyrazech diky asociativité a komutativité vynechavame.

1.2.10. Relativizace Booleovy algebry na prvek.

Bud B Booleova algebra, a € B. Relativizace B na a je Booleova algebra s univerzem B|a =
{z; + < a} a s operacemi A, V,0 algebry B jakoZto prusekem, spojenim, nulou algebry, komple-
mentem —B'%r = a — 2 (pro x € Bl a) a jednotkou a. Znac¢ime ji

Bl a.

Poznamenejme, ze jde jasné o Booleovu algebru. Jejim kanonickym usporadadnim je zfejmé par-
cializace kanonického usporadani algebry B na mnozinu BJ a. Déle je zfejmé ,projekce” =z +— zAa
homomorfizmus algebry B na algebru B/ a.

TVRZENI 1.2.11. Bud B Booleova algebra, a € B. Pak plati
B = (Bla) x (B] —a).

Diikaz. Budte g : B — (Bl a) x (B] —a) a h: (BJa) x (B] —a) — B definovany takto:
9@) = (@ AazA—a), h({y,) =yV =
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Ziejmé je g homomorfizmus, nebot g(—z) = (—z A a,—z A —a) = Bl =ag) a je to

izomorfizmus, nebot h je inverzni ke g. O

Atomy a (bez)atoméarnost.

1.2.12. Atomy v Booleové algebie.

1. Atom v Booleové algebie je nenulovy prvek, pod kterym lezi jen nula a on sdm. Jinak
feceno: atomy Booleovy algebry jsou pravé minimalni prvky mnoziny jejich nenulovych prvki
v kanonickém uspotradani. Mnozinu vSech atomi Booleovy algebry B oznacime Atp.

2. Booleova algebra je atomdrni, lezi-li pod kazdym jejim nenulovym prvkem atom. Booleova
algebra je bezatomdrni, neexistuje-li v ni zadny atom.

Ziejmé plati:

Kazda konecna netrivialni Booleova algebra je atomarni.

Nenulovy prvek a Booleovy algebry B je jeji atom, pravé kdyz plati:

pro kazdé b € B je a <® b nebo a <P —b. (1.7)

TVRZENI 1.2.13. Bud B atomdrni Booleova algebra. Zobrazeni h : B — P(Atg), kde h(b) =
{a; a <b,a je atom v B}, je izomorfizmus B a néjaké podalgebry potenéni algebry P(Atp). Je-li
B konecnd, je h izomorfizmus B a P(Atp).

Specidlné jsou kazdé dvée konecné Booleovy algebry izomorfni, pravé kdyz maji tyz pocet atoma.

Diikaz. Budte b,b’" € B. h je prosté, nebot kdyz b — b’ # 0, existuje atom a < b — b'; pak neni
a <V atedy h(b') # h(b). Ziejme h(—Bb) = Atg — h(b), h(b AB V') = h(b) N h(¥), h(b VB b) =
R(b)Uh(b'). h(0B) = () a h(1B) = Atp; h je tedy izomorfizmus B a podalgebry P(Atg) s univerzem
{h(b); b € B}. Je-li B kone¢n4, je Atp konecné a h je ziejmé na P(Atp). O

TVRZENT 1.2.14. C__ je spocetnd bezatomdrni Booleova algebra. Je to aZ na izomorfizmus jedind
spocetnd bezatomdrni Booleova algebra.

Diikaz. Co je sjednocenim spocetné mnozin C, s 0 < p € N, pfi¢emz |Cp| = 27; tudiz C je
spocetnd mnozina. Je-li f € ™ nenulova s periodou 0 < p € N a i < p splituje f(i) = 1, pak
g lisici se od f jen v i + 2kp pro kazdé k € N je nenulovy prvek algebry C., a mensi nez f.
Budte A, B spocetné bezatoméarni Booleovy algebry, h izomorfizmus koneéné podalgebry A[ A’ a
B[ B’. Pak pro a € A — A’ existuje b € B tak, ze h lze rozsitit do izomorfizmu A] A” a B B”,
kde A| A” resp. B B” je nejmensi podalgebra algebry A, obsahujici A’ U {a} resp. B, obsahujici
B'U{b}. Univerza A", B” jsou kone¢n4 a jejich existence plyne z bezatomérnosti A, B. Na zdkladé
tohoto poznatku muZzeme indukci sestrojit hledany izomorfizmus, vyjdeme-li z A’ = {0,1} C A,
B'={0,1} C B. 0

POZNAMEKA. Algebra AV vyrokti nad spoéetné prvovyroky je spocetnd bezatomarni Booleova
algebra. AV je tvofend faktory ¢/~ = {1; ¢ ~ ¥} vyrokii ¢ nad uvazovanou spoéetnou mnozinou
prvovyrokt, pfidemz ¢ ~ ¢ < | ¢ <> 1. Booleovskym operacim odpovidaji —, V, &, L (faleSny
vyrok), T (tautologie).

Kongruence, faktoralgebry. Idealy a filtry.

Faktorizace Booleovy algebry B podle netriviadlni kongruence ~ je dilezita konstrukce, posky-
tujici tzv. faktoralgebru B/~ ¢asto velmi odlisnou od B. Neformalné fefeno je ~ nova rovnost na
B (hrubsi nez identita), prvky univerza B/~ jsou faktory ekvivalence ~ (tvaru b/~ s b € B), a
operace algebry B se definuji korektné pomoci reprezentanta faktori. S faktorizaci je tzce spojen
pojem idealu a filtru v Booleové algebre.

1.2.15. Kongruence, idedly a filtry v Booleové algebre.

Bud B Booleova algebra.

1. Netrividlni kongruence pro B je ekvivalence ~ na B s alesponn dvéma faktory a takova, ze
plati, pficemz ¢ znaci V nebo A:
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a~a,b~b = —a~—ad,a0b~d ol
Pak na mnoziné B/~ = {a/~; a € B} faktorii ekvivalence ~ se definuji operace —, & korektné
pomoci reprezentanti a (B/~, —,V,A,0/~,1/~) je Booleova algebra, zvand faktoralgebra B podle
~; zna¢i se B/~j; to Ze v ni plati axiom 0 # 1 je pravé zaruceno netrividlnosti kongruence ~:
08/~ £ 18 /~.
2. Idedl resp. filtr v B je neprazdnd mnozina D C B takova, ze
1¢D, abeD=aVvbeD, a<beD=a€D resp.
0¢D, abeD=aANbeD, a>beD=acD.
Dudlni filtr k idedlu D je {—a; a € D}, dudini idedl k filtru D je {—a; a € D}.
Hlawvni filtr je filtr, ktery obsahuje nejmensi prvek (v uspofadani Booleovy algebry). Ultrafiltr
je filtr D takovy, ze pro kazdé a € B je a € D nebo —a € D. Mnozina vSech ultrafiltra algebry B
je Stonedv prostor B a znaéi se S(B). Dudlni idedl k ultrafiltru se nazyva prvoidedl.

Ziejmé je hlavni filtr pravé horni mnozina nad néjakym nenulovym prvkem. Déle filtr miize
obsahovat nejvyse jeden atom diky uzavienosti na prusek a filtr s jednim atomem je pravé hlavni
ultrafiltr.

TVRZENI 1.2.16. (O faktorizaci, kongruencich a filtrech Booleovy algebry.) Bud B Booleova
algebra.
1) (O faktorizaci.) Je-li ~ netrividlni kongruence pro B, je B/~ Booleova algebra.
2) Bud ~ netrividing kongruence pro B. Pak 0/~ je idedl v B a 1/~ filtr v B; jsou vzdjemné
dudlng.
3) a) Bud I idedl v B. Pak ekvivalence ~; na B, definovand vztahem a ~y b < a =~ b € I, je
netrividlng kongruence pro B a 0/~ = I.
b) Bud'I filtr v B. Pak ekvivalence ~F na B, definovand vztahem a ~¥ b < a <+ b€ F, je

netrividlni kongruence pro B a 1/~ = F.

Diikaz. 1) V B/~ plati vSechny identické rovnosti z B a z netrividlnosti ~ plyne 0 ¢ 1; tudiz
v B/~ plati vSechny axiomy Booleovych algeber. 2), 3) plynou zcela rutinné vyuzitim booleovskych
pravidel. O

TVRZENI 1.2.17. (O kongruencich a homomorfizmech Booleovy algebry.)

1) a) Homomorfizmus h algebry B do Booleovy algebry uréuje netrividlni kongruenci ~yp, pro B
takto: a ~p b < h(a) = h(b). Plati:
b/~n =h"[h(b)] prob€ B, h[B] = B/~y. (1.8)
b) Netrividlni kongruence ~ pro B uréuje homomorfizmus h~. algebry B na B/~ takto:
h~ (a) = a/N;

pak ~y,_ je ~. Homomorfizmus h.. se nazgvd faktorprojekce B na B/~.

Diikaz plyne zcela rutinné vyuzitim booleovskych pravidel. O

1.2.18. Faktorizace Booleovy algebry podle idedlu a filtru.

Podle[[:ZT6l jsou netrividlni kongruence a idedly (a korelativné filtry) v jednoznaéné korespondenci
via ~— 0/~ (korelativné ~+— 1/~). Je-li I ideal resp. F filtr v Booleové algebfe B, znaéi se proto
B/~ resp. B/~ téz symbolem

B/I resp. B/F. (1.9)

Vidime nyni, Ze jesté diky [L.2.17 plati nasledujici

TVRZENI 1.2.19. (O epimorfizmu Booleovych algeber.) Je-li h homomorfizmus Booleovy algebry
A na Booleovu algebru B, tak plati:

B A/~ = A/h7H0l = A/R7YH1], h7Y1] je filtr a h=1[0] k nému dudlng idedl v A.
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TVRZENI 1.2.20. (O ultrafiltrech Booleovy algebry.) Bud B Booleova algebra.
1) a) Ultrafiltry v B jsou prdvé mazimdlnd filtry v B (vzhledem k inkluzi).
b) Kazdy filtr v B je obsaZen v néjakém ultrafiltru v B (jako édst).
2) Filtr F v B je ultrafiltr v B, prdvé kdyZ plati B/F = 2.

Diikaz. 1) a) Bud F filtr v B. Je-li to ultrafiltr a F’ D F je filtr takovy, Ze existuje a € F'—F, mame
—a € F' atedy 0 € F’ — spor. Necht F neni ultrafiltr. Buda € B,a ¢ F, —a ¢ F. Pakprob € F
je aAb # 0, nebot jinak b < —a atedy —a € F. Tudiz F' = {c € B; aAb < ¢ pro n&jaké b € F} je
filtr obsahujici @ a F' 2 F. F tedy neni maximélni. b) Existence maximalniho filtru obsahujiciho
dany filtr F' plyne z principu maximality, aplikovaného na mnozinu vSech filtra rozsifujicich F,
uspofddanou inkluzi; toto usporddani spliiuje pfedpoklad majorizovatelnosti fetézi. 2) i) Bud F
ultrafiltr. Pro a € B je bud a € F a pak a ~* 1, nebo —a € F a pak —a ~%' 1 a tedy a ~% 0. ii)
Bud B/F 22 2. Algebra B/F mé jen nulu a jednicku, tedy pro b € B mame bud b/F =1 a pak
be F,nebob/F =0,pak —b/F =1 atedy —be F. O

1.2.21. Fréchetav ideal a filtr.
Bud B nekonec¢nd atoméarni Booleova algebra. Fréchetiv idedl v B je ideél
I¢(B) = {V u; u je koneénd mnozina atomt v B}.
Fréchetiv filtr je k nému dudlni filtr, znaceny F¢(B). Pokud je B potenéni algebra P(X), piseme
t€z I¢(X) resp. F¢(X) misto I¢(B) resp. F¢(B). Pro ultrafiltr F' v B zfejmé plati:
F neni hlavni, pravé kdyz F¢(B) C F.

PRIKLADY 1.2.22.
1. Bud I nekoneénd mnozina.
a) Algebra FA(X) je atomarni, {a} s a € I jsou pravé jeji atomy a FA(X) = Is(X) UF¢(X).
b) F¢(X) je jediny nehlavni ultrafiltr v FA(X). Velikost Stoneova prostoru S(FA(X)) je | X]|.
c) FA(X)/Fe(X) = 2.

2. Bud I nekone¢nd mnozina; oznaéme B algebru P(X).
a) B je atomarni, {a} s a € X jsou pravé jeji atomy.
b) O ultrafiltrech.
i) Bud w C I nekoneéna. Pak
F,={uCX; existuje ' € Fy(X)suDwnu'}
je filtr v B, w € Fy, D F¢(X).

ii) Existuje alespoti |I| nehlavnich ultrafiltrtit v B. Bud totiz W C P(I) mnozina velikosti
|X| po dvou disjunktnich mnozin, z nichz mé kazda velikost | X|; takové W existuje diky neko-
necnosti X, nebot pak X je stejné velké, jako X x I. Pak {F*; w € W}, kde F} je ultrafiltr
obsahujici F,, z b), je mnozina nehlavnich ultrafiltri, kterd m4 velikost |I| (nebot pro w # w' z W
je F} # Fr, diky tomu, Ze wNw' =0, w € F, w' € FY)).

¢) B/F¢(B) je bezatomarni a ma velikost jako B, tj. 2/¥!. Dokazme to. Oznaéme F filtr
F¢(B). Bud u/F, nenulovy prvek B/F'. Pak u je nekone¢na ¢ast I a existuji nekoneéné disjunktni
ug, U1 8 ug Uug = u. Pak u;/F jsou nenulové, disjunktni a jejich spojeni je u/F, vie v B/F;
tudiz pod u/F lezi mensi nenulovy prvek a tedy u/F neni atom. Kone¢né faktortt u/F je pravé
211, nebot |u/F| = |I|, protoze u' z u/F se lisi od u o koneénou mnozinu (tj. v ~ v’ € It(I)) a
koneénych podmnozin mnoziny I je | X| (diky nekonecénosti X).
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1.3 O linearnich usporadanich.

TVRZENI 1.3.1. (O neizomorfnich linedrnich uspotadénich.)
1) a) Ezistuje prdavé kontinuum neizomorfnich spocetngch linedrnich uspordddni.
b) Pro nekonecné k je pravé 2% neizomorfnich linedrnich uspofdddni kardinality k.
2) Pro nekonecné k je prdvé 2% neizomorfnich linedrnich diskrétnich uspordddni kardinality .

3) Pro nespoéetné k je pravé 2" neizomorfnich hustych linedrnich uspordddni bez konci, které
maji kardinalitu k.
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1.4 Poznamky.



Kapitola 2
Koncept predikatoveé logiky

Zakladni tlohou predikatové logiky je objasnit, co je soud o individuich, co je jeho dikaz z axiomt
dané axiomatické teorie a co je jeho pravdivost vzhledem k této teorii. Formalné je soud vyraz
néjakého jazyka L, chapany jako jista konecna posloupnost ¢ili sekvence symboli jazyka; soudtim
fikdme formule jazyka L ¢ili L-formule.

Nastinéné logika ma dvé stranky, patrici pfirozené k jazyku a souzeni viibec: syntaktickou a
sémantickou. Syntaktickd se tykd zejména skladby ¢i struktury jazyka, formuli a dalsich vyrazu
v ném vytvorenych a dale struktury dokazovani ¢ili dedukovani. Zékladnim materidlem jsou tu
symboly, sekvence (symbolil), sekvence sekvenci a jisté operace s nimi. Zéakladnimi syntaktickjmi
pojmy jsou pak jazyk, term, formule, logické axiomy, pravidla dedukce, teorie, diikkaz v teorii. Sé-
mantickd stranka se tyka vyznamové interpretace a pravdivosti formuli. Zékladnimi sémantickymi
pojmy jsou struktury (prvniho fadu) jakozto vyznamové interpretace uvazovanych jazyka, pojem
platnosti ¢ili pravdivosti ve struktufe, pojem modelu teorie a pravdivosti v teorii. Mzeme Fici, ze
logika je dana koncepci ¢ili rozvrhem zékladni syntaxe a sémantiky.

Pozadavkem na dokazovani je jeho tzv. korektnost, totiz to, aby dokazatelna formule z néja-
kych axiomt byla pravdiva v téch vyznamovych interpretacich, ve kterych jsou pravdivé axiomy.
Heslovité feceno: ,,Dokazatelné je pravdivé“. Zasadnim poznatkem predikatové logiky je, ze plati
i opacna netriviadlni implikace a tedy nakonec tvrzeni o kompletnosti:

»,Dokazatelné je pravé to, co je pravdivé“.

2.0.1. Klicové pojmy a znaceni.

Zakladni syntax.

Pojem Znaceni Obor Pojem Znaceni Obor
jazyk L pravidla dedukce MP, Gen
term t,s Termy, teorie T
(atomickd) formule | ¢, ¢, x | (AFmy) Fmy, || dikaz v teorii
logické axiomy LAxy, @ je dokazatelnda v T | T+ ¢ Thm(T)

Zakladni sémantika.

Pojem Znaceni Obor
struktura pro L ¢ili L-struktura AL M(L)
¢ plati v A (pfi ohodnoceni e proménnych) | A E ¢ (A ¢le]) | Thm(A)
A je model T AET M(T)
¢ je pravdiva v T' TEo Tru(T)

19
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2.1 Zakladni syntax.

Jazyk.

2.1.1. Symboly. Signatura. Velikost jazyka. Extenze, restrikce, izomorfizmus jazyku.
Jazyk je tvoren symboly logickymi, mimologickymi a eventualné bindrnim rela¢nim symbolem
rovnosti =. Navic se uzivaji tii pomocné symboly (delimitery) (,).

Logické symboly jsou:

— Logické spojky — negace a — implikace, dalsi jsou zavedené jako zkratky.

—  Proménné, tvorici spocetnou mnozinu Var; znac¢ime je ¢asto z,y, 2.
Bud vg,v1,... prosté pevné oéislovani vSech proménnych.

—  Univerzalni ¢ili obecné kvantifikace V,, s x z Var; V,, ¢teme ,pro kazdé z*. Existenc¢ni
kvantifikaci 3,, éteme ,existuje z*, zavadime jako zkratku. (Poznamenejme, Ze V,
je jeden symbol.)

Mimologické symboly jsou relacni, vyjadiujici vztahy o individuich a funkéni, vyjadiujici ope-
race s individui. Cetnosti uvazovanych vztaht jsou koneéné. Nularni funkéni symbol se nazjva
konstantni symbol. K formalnimu zapisu uZzijeme pojem obecné notace, coz je dvojice (8, Arg)
znafend 8 a takovd, ze 0 ¢ 8 a Arg : 8§ = N; S € 8 je symbol a Arg(S) jeho ¢etnost. Je-li § = 0,
jde o prazdnou obecnou notaci. Vy&et mimologickych symbolt je signatura jazyka (R,F), kde R,
F jsou obecné notace takové, ze RNTF = () a RUTF neobsahuje zadny logicky symbol ani =. R resp.
F je vycet rela¢nich resp. funkénich symboli; oba vyéty mohou byt prazdné; pak jde o prazdnou
signaturu, znac¢enou (). Signaturu jazyka znac¢ime ¢asto L a jazyk s uvedenou signaturou znaéime
zpravidla stejnym symbolem. Je to dale jazyk s rovnosti, obsahuje-li binarni rela¢ni symbol = rov-
nosti; jinak to je jazyk bez rovnosti. Jazyk musi vzdy obsahovat néjaky relac¢ni symbol. Signatura a
také jazyk je cisté relacni resp. cisté funkcni, téz algebraicky, je-li kazdy jeho mimologicky symbol
relacni resp. funkéni. Jazyk zapisujeme uvedenim jeho signatury, ¢asto v nasledujicim pfehledném
a praktickém tvaru:

(Roy ..., Fo,...,co0,...), Ro je mo-arni rela¢ni symbol, ...,

Fp je no-arni funkéni symbol, ..., ¢ je konstantni symbol, . ...
Nemusime pak ani nejprve vypisovat relacni a pak funkéni symboly, ale muZeme je uvadét v libo-
volném potradi, avSak tak, aby byly patrné ¢etnosti a to, o jaky druh symbolu jde.

Napf. signatura jazyka s rovnosti uspotddanych téles je L = (R, F), kde

Rije ({<} Arg) s Arg(L) = 2,

Fje ({+,—,,0,1} Arg) s Arg(+) = Arg(-) =2, Arg(—) =1, Arg(0) = Ars(1) = 0.
Zpravidla ji zapisujeme v pfehledném tvaru: L = {<,+,—,-,0,1}, < je bindrni rela¢ni symbol,
+, - jsou binarni funkéni symboly, — je unarni funkéni symbol, 0,1 jsou konstantni symboly.

Velikost ¢ili kardinalita |L| jazyka L je maximum z velikosti mnoziny mimologickych symbolt
a spoCetné velikosti; velikost | L| je tedy vzdy alespoii spodetna.

Budte L, L' dva jazyky. Jazyk L’ je extenze L a L je restrikce L', pokud kazdy mimologicky
symbol jazyka L je mimologickym symbolem jazyka L’ téhoz typu a Cetnosti v L’ jako v L a dale
je-li L s rovnosti, je i L’; piseme L C L'. Jazyky L a L’ jsou izomorfni, jsou-li oba bud s rovnosti
nebo oba bez rovnosti a dale existuje prosté zobrazeni h mnoziny mimologickych symbolt jazyka
L na mnozinu mimologickych symbolt jazyka L’ tak, Ze pro kazdy mimologicky symbol S z L je
h(S) téhoZ typu a Cetnosti v L’ jako S v L.

2.1.2. Termy a formule.
Termy a formule jsou vyrazy daného jazyka L = (R, F) takové, Ze prvé vyjadiuji symbolicky funkce
slozené z funkénich symbolt z F a druhé tvrzeni.

Mnozinu Termj, vSech termd jazyka L ¢ili L-termt definujeme induktivné pravidly: t1) Kazda
proménna je term. t2) Je-li F' z JF Cetnosti n a to,...,t,—1 jsou termy, je F(to,...,t,—1) term.

Atomickd formule jazyka L je pravé vyraz tvaru R(tp,...,tn—1), kde R je z R a n-arni a
to,...,tn—1 jsou termy. Je to tedy prave predikce o termech; obor vSech atomickych formuli jazyka
L zna¢ime AFmj. Atomickéa formule nebo jeji negace se nazyva literdl.
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Mnozina Fmy v8ech formuli jazyka L ¢ili L-formuli m4 induktivni definici s pravidly: f1)
Kazd4 atomickd formule je formule. £2) Jsou-li ¢, formule, jsou jimi i —(¢), (¢ — ). £3) Je-
li ¢ formule a x proménnd, je V,(¢) formule. Induktivni definice s pravidly f1) a f2) definuje
obor OFm; vSech otevrengch ¢ili bezkvantifikdatorovych formuli jazyka L. Zfejmé je AFm; C
OFm; C Fmpy. Rekneme-li dale term resp. formule, minime tim term resp. formuli né&jakého
jazyka, patrného z kontextu nebo na jehoz blizs§im uréeni nezélezi. Ve formuli (¢ — v) je ¢
antecedent a 1 konsekvent.

Indukci dle slozitosti formule definujeme podformule takto: a) podformule atomické formule
je pravé ona sama. b) podformule —¢ ¢&i V. (¢) resp. (¢ — ) je pravé ona sama nebo kazda
podformule ¢ resp. navic i kazda podformule .

Nevnorteny term resp. nevnofend atomickd formule je term resp. atomicka formule tvaru

F(xo,...,xn-1) resp. R(zg,...,Tpn-1), F(x0o,...,Tn_1) =y, =y, =c,

kde R, F' ¢i ¢ je relacni, funkéni ¢ konstantni symbol uvazovaného jazyka.

2.1.3. Termy a formule jako sekvence; prefixni a infixni tvar. Designatory.

Termy daného jazyka L = (R, F) lze chipat jako konetné posloupnosti ¢ili sekvence vytvorené ze
symbolu jazyka induktivné pomoci funkci F°, kde F' € F nebo F je proménna. Pfitom funkce F° :
(F )" = F*sn = Arg(F) (an =0, je-li F proménnd) je takovd, Ze pro s = (sg, ..., Sn—1) € (F*)"
je F°(s) = (F)_ U (s); sekvence (F')_ L (s) je tzv. prefixni zapis vyrazu v polské notaci. My jsme
ji zapsali v definici termti jako F(sg,...,Sn—1), tj. v ,obvyklé notaci“, k ¢emuz jsme uzili oproti
polské notaci t¥i pomocné delimitery ), (. Déle pro F' nularni jsme psali F'() misto sekvence (F'), pro
proménnou z jakoZzto nuldrni symbol pak jen x misto (). Zcela podobné je tomu s definici formuli.
Tam roli funkénich symbolu hraji — jako unarni, — jako binarni a kazdé V, jako unérni, atomické
formule pak jako nularni. P¥itom (—)_ U ({p, %)) jsme zapsali jako (¢ — ), tj. v infixnim tvaru,
,obvykly“ prefixni tvar je — (o, ). Infixni tvar uzivime z divoda lepsi Gitelnosti.

Vidime abstraktnéji, ze ndm jde o sekvence v polské notaci induktivné vytvorené vzhledem
k né&jaké obecné notaci 8 = (8, Arg), obsahujici aspoii jeden nuldrni symbol; fikdme pak Ze 8 je
notace. Zminéné sekvence se nazyva designdtor notace 8 a mnozina D(8) designatorti notace 8 je
tedy definovana induktivni definici:

Pro S € 8 a sekvenci s designatort délky Arg(S) je (S)_ U (s) designator.
Je-li S € 8as=(so,...,8,—1) sekvence, uzivdme pro graficky zapis sekvence (S)_ U (s) ,,ob-
vyklou“ prefixni nebo infixni notaci, tj.

(SYy— U ({so,---,Sn—1)) znac¢ime S(sop,...,Sn—1), také (infixn€) (s9Ss1), kdyz n = 2.
Poznamenejme, Ze pro n = 0 ¢asto piSeme misto S() jen S. Je patrné, ze termy jazyka L = (R, F)
jsou designatory notace F’, kterd je rozsifenim JF o nularni symboly x, kde x je proménna. MnoZina
OFm;, resp. Fmy, je mnozina designatorti notace

AFmy U{-,—} resp. AFmpU{-,—}U{V,; x € Var},
kde kazdé ¢ z AFmj je nularni, — undrni, — bindrni a kazdé V, je unarni. Pfitom (p) pro
© € AFmj, zapisujeme jako ¢ (misto ¢()) a atomicka formule tak je formule.

Pripomenime, ze sekvence x je podsekvence sekvence y, existuji-li sekvence yq,y1 tak, ze plati
Yo_rT_y1 = y; Fikdme pak také, Ze x mé vyskyt v y. Poddesigndtor néjakého designatoru 7 je
designator majici vyskyt v . Poddesignator formule ¢ je podformule . Vyskyt termu ve formuli
@ je jeho vyskyt v néjaké atomické podformuli . PovSimnéme si, ze vyskyt symbolu V, ve formuli
neznamena, ze proménna x ma v této formuli vyskyt.

Plati dale nésledujici t¥i dulezita a intuitivné dobfe akceptovatelnd tvrzeni o designatorech (viz
252 5.4 25.6]), umoziiujici mimo jiné korektné pracovat s vyskytem a substituci.

TVRZENI 2.1.4. (O designétorech.)
1) (O jednoznaénosti.) Kazdy designdtor je jednoznacné tvaru {(S)_ U (s) pro jisté S € § a jisté
s € D(8)Ar(9),
2) (O vyskytech.) Kazdy vyskyt designdtoru n' v designdtoru n tvaru (S)_ L (s) s S € 8 a
5 € D(8)As(9) je bud'n nebo je to viskyt v nékterém clenu (s);.
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3) (O substituci.) Nahradi-li se vyskyt designdtoru n' v designdtoru n designdtorem n', ziskd se
designdtor.

2.1.5. Indukce dle délky.

Kazdy designator mé jednoznacny tvar a délku. To dovoluje dokazovat indukci dle délky designé-
tord, Ze vSechny maji néjakou vlastnost a definovat indukct dle délky designatort néjakou vlastnost
designétorti ¢i hodnotu designdtortim pfifazenou (tj. konstruovat ji rekurzivng).

2.1.6. Zavedeni &, V, 3. Konvence o zapisu formuli.
Binérni logické spojky V disjunkce (¢ili nebo), & konjunkce (Cili a) a <> ekvivalence zavadime jako
zkratky dané nasledovné:

(V) za (=(p) = ¥), (p&v) za ~(p = =(¥)),
(g v) za ((p—=9) & (¥ — ).
Misto & se miiZe psat také A. Existenéni kvantifikace 3, () je zavedena jako zkratka za —=(V,(—(¢)));
3 je existencni kvantifikdtor.
Nasledujici konvence o zdpisu formuli se uzivaji pro lepsi ¢itelnost.
e Casto se vynechéavaji vnéjsi zavorky, misto —(p) se pise —p. Pouziva se téZ konvence, 7e - ma
v zapise vySsi prioritu nez spojky & a V, ty zase neZ <> a ta zase nez —. Misto ((¢ & (—%)) —
(x V v)) tak mame ¢ & =) — x V 1; miZeme ovSem pouzit i méné radikalni zkrdceni, jako napf.
(p & —h) = (x V ). Misto (10 (w20 -0 @y)...) piSeme téZ @1 ¢ o ¢ -+ 0 @y, kde ¢ je =, &
nebo V; nekumulujeme zde tedy zévorky zprava. Formule 1 ¢ w2 ¢ -+ 0 ¢, kde ¢ je & resp. V se
nazyva konjunkce s konjunkty o1, ..., o, resp. disjunkce s disjunkty ©1,. .., o,. Zévorky miuzeme
pro zlepsSeni ¢itelnosti i pridat.
e Formuli V,,(¢) resp. 3,.(¢) zapisujeme jako (Va)y resp. (3x)¢. Tedy (3z)p je zkratka za —(Vz)—.
Je-li Q kvantifikdtor, piSeme téZ (Qx1, ..., 2, )p za (Qx1) - (Qxy)p.
e Je-li R resp. F' néjaky nularni relacni resp. funkéni symbol, piSeme zpravidla misto atomické
formule R() resp. termu F() jen R resp. F. Je-li ¢ bindrni rela¢ni symbol, piSe se téz t ¢ s za
ﬁ(t o S)

2.1.7. Volné a vazané proménné. Uzaviena formule. Generalni uzavér.

1. Viygskyt proménné x ve formuli ¢ je vdzang ve ¢, je-li to vyskyt v néjaké podformuli (V)
formule ; v opaéném piipadé je tento vyskyt volngj ve . Rikdme, ze proménnd x je volnd resp. vd-
zand ve @, jestlize néktery jeji vyskyt je volny resp. vdzany ve ¢. Proménna x je [nefkvantifikovand
ve formuli ¢, kdyZ [neni]je ve ¢ vyskyt (V). Proménnd pati formuli ¢, ma-li vyskyt ve ¢ ¢ je
kvantifikovana ve ; jinak nepatii .

Proménna muze byt zaroven volna i vazand v néjaké formuli. Jsou-li proménné z,y ruzné,
tak volné vyskyty « v —p, (Vy)e resp. ¢ — 1, jsou pravé volné vyskyty ve ¢ resp. ¢ a 9; to
plyne z tvrzeni o jednozna¢nosti designatori. Déle x nemd volny vyskyt v (Vz)p. (Upozornéme,
7e v (Va)p neni x t&sné za V vyskyt proménné z.)

2. Formule se nazyvéa uzaviend, ¢ili sentence, neni-li v ni volna zadnéa proménna. (Generdlni)
uzdvér ¢ je formule (Vxy,...,x,)p, kde mezi z1, ..., z, jsou vSechny volné proménné formule .

2.1.8. Formule a term v danych proménnych. Symboly ¢(Z), ©(T).

Term t resp. formule ¢ je (prdvé) v proménnych T, je-i T = (xq,...,Tn_1) prosta (n-)tice
riiznych proménnych, mezi kterymi jsou (pravé) vSechny proménné termu ¢ resp. volné proménné
formule ¢. Piseme pak

t(z) & t(xg,...,xn—1) resp. ©(T) ¢ p(xo,...,Tn-1)
a tento napis pravé znamena, %e t resp. ¢ je v Z. Term ¢ formule je v n proménngch s n € N,
je-li v (vg,...,v,_1) a Fm?} je mnozina vSech L-formuli v n proménnych. Rekneme-li, ze ¢ je
(pravé) v proménnych T,y, znamend to, ze ¢ je (pravé) v T_y a T, § jsou disjunktni. Uzivame
pak, obdobné jako vyse, symbol ¢(Z,7), eventualné ¢(Z;7). Casto se potom T resp. ¥ interpretuji
jako tzv. predmétné resp. parametrické proménné uvazované formule. Podobné je tomu s termy.
MiZeme analogicky uZit i ,trojny“ seznam T,¥,Z a psat o(T,7,z) atd.
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PRIKLAD. a) Bud + binarni funkéni symbol. 4 neni term. v; +v; je nevnofeny term pravé ve (vi).
vy + 1 (vg, v1,v2) Znamena, ze term vy + vy je v proménnych (v, v1,vs). b) Bud F binarn{ funkéni
symbol. F(vs,v1) je nevnofeny term pravé ve (vs,v1). F(vs,v1)({vo,v1,v5)) Znamend, Ze term
(vs,v1) je v proménnych (vg, v1,vs5). F(vs,v1)(vo; vs) znamend, ze term F(vs,v1) je v proménnych
(vo,vs) & vy resp. vy povazujeme za predmétnou resp. parametrickou proménnou.

2.1.9. Substituce, instance, varianta.

1. Term t je substituovatelny za = do ¢, jestlize pro kazdou proménnou y termu t zadna
podformule (Vy)vy formule ¢ neobsahuje vyskyt x, ktery je volny ve .

Substituce termu t do formule ¢ za proménnou x se provadi tak, ze vSechny volné vyskyty
proménné x ve ¢ se nahradi termem ¢, pokud(!) je term ¢ substituovatelny za = do . Snadno
se indukci dle slozitosti ¢ dokaze, Ze ziskany vyraz je formule; zapisujeme ji jako ¢(z/t) a pokud
je tento symbol uzit, znamena to, Ze t je substituovatelné za = do ¢. Je-li ¢ bezkvantifikdtorova
formule, je zfejmé kazdy term substituovatelny za kazdou proménnou do ¢.

2. Instance formule ¢ je formule znacend ¢(x1/ty,...,2,/t,) a ziskdna z ¢ nahrazenim vsech
volnych vyskyta x1,...,x, za t1,...,t,, pritemz x1,...,T, jsou ruzné proménné, term t; je sub-
stituovatelny za z; do ¢ proi =1,...,n a substituce se provadi simultanné. Obecné neni instanci
formule ¢ formule ¢(x1/t1)(x2/t2) - - (1 /t,) ziskdna postupné provadénou substituci.

Obdobné t(z1/t1,...,2n/ts) znaél term ziskany z termu ¢ simultdnnim nahraZenim vsSech
vyskytd x1,...,x, za ty,...,t,, pfiCemz x1,...,x, jsou rizné proménné. Vysledkem je term, jak
plyne z tvrzeni o substituci v designdtorech. Misto ¢(x1/t1,...,2,/ts) resp. t(x1/t1, ..., Tn/tsn)
piSeme té7, nevede-li to k nedorozumeéni, jen ¢(ty,...,t,) resp. t(t1,...,tn).

Poznamenejme, ze @(z1/t1, ..., 2n/t,) mizeme ziskat postupné provadénou substituci ¢; za
do o(x1/2}, ..., zn/2l), kde ), ..., 2} jsou rtzné, nejsou kvantifikované ve ¢ a nevyskytuji se
ani ve ¢ ani v zadném ¢; (a tedy z je substituovatelné za x; do ). Obdobné je tomu s termy.

3. Varianta formule ¢ je formule, ktera se ziska z ¢ kone¢nou aplikaci kroki: podformuli (Vz)1)
nahrad (Vy)v(z/y), kde proménnd y neni volna ve ¥ (a je substituovatelna za x do ).

POZNAMKA 2.1.10. 1. Substituovatelnost vyjadiuje korektnost substituce, tj. ze pro L-formuli
o(x) a L-strukturu A je A E ¢(x) = A | ¢(x/t). Bud ¢(x) formule (Jy)(x # y). Pak plati v A,
je-li A alespon dvouprvkové, avSak formule (3y)(y # y), ziskana z ¢ nekorektni substituci termu y
za x, neplati v A. Pozdéji ukdZzeme, ze dokazatelnost formule implikuje dokazatelnost jeji instance.

2. Necht y neni volna ve ¢ a je substituovatelna za = do ¢, ¢’ je p(z/y). Pak ¢'(y/x) je ¢. Oba
predpoklady dohromady totiZ zarucuji, ze volny vyskyt y ve ¢’ je pravé tam, kde je volny vyskyt
z v ¢. Tedy z je substituovatelné za y do ¢’ a také totoznost obou uvazovanych formuli plati.

3. a) Bud ¢ formule (3z)(z < y) V (z = y) s riznymi proménnymi z,y. Je-li proménnd z rizna
od z,y, je (32)(z < y) V (x = y) varianta ¢. Nelze vSak ,variovat x na y“, nebot y ma volny
vyskyt v (3z)(z < y).

b) Chceme, aby varianta ¢’ formule byla ekvivalentni s ¢; ze tomu tak je, dokdzeme pozdéji
jako tvrzeni o variantach. Pokud bychom nedodrzeli pravidla vytvafeni varianty, neplatilo by to.
Vezmeme-li totiz za ¢ formuli (3x)(z # y) s riznymi x,y a budeme chybné (nebot y méa volny
vyskyt v & # y) ,variovat“ x na y, ziskdme ¢’ tvaru (Jy)(y # y), coz zjevné neni ekvivalentni
s ¢. Nelze pominout ani podminku substituovatelnosti. Bud totiz ¢ formule (Jy)(3z)(x # y);
budeme-li chybné (diky tomu, Ze x neni substituovatelné za y do (3z)(x # y)) ,variovat” y na x,
ziskdme ¢’ tvaru (3z)(3z)(x # x), coz zjevné neni ekvivalentni s .

Pomoci tvrzeni o variantach lze az na ekvivalenci docilit, aby v dané formuli nebyla zadna
proménné zaroven vazand i volné. Napiiklad ve formuli ¢, kterd mé tvar (Va)(z <y) &z +0==x
s riznymi z, y, je  volna i vdzani. Bud z’ proménna rtizna od z, y. Pak je (V2')(2' < y) & z+0 ==z
varianta ¢, ve které neni zadna proménné zaroven vazana i volna.
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Dedukce.

2.1.11. Logické axiomy a pravidla dedukce.

Logické azxiomy jazyka L jsou jisté pravdivé L-formule; miZeme je pouzit vzdy pri dokazovani
jako axiom, aniz bychom porusili korektnost dokazovani. Mame dvé skupiny logickych axiomi: o
logickych spojkdch a o kvantifikdtorech. Jde-li o jazyk s rovnosti, patfi mezi logické axiomy aziomy
rovnosti. Mnozinu logickych axiomi jazyka L zna¢ime LAxy,.
e Axiomy o logickych spojkach jsou nasledujici t¥i schemata formuli:

(PL1) ¢ = (¥ = o),

(PL2) (¢ = (¥ = x)) = ((p = ¥) = (¢ = X)),

(PL3) (mp = —0)) = (¢ = o).
e Axiomy o kvantifikatorech jsou nasledujici dvé schemata:

Aziomy substituce:  L-formule (Vz)p — ¢(z/t), je-li term ¢ substituo-
vatelny za proménnou z do formule .

Aziomy V-zavedeni:  L-formule (Vz)(¢ — ¥) — (¢ — (Va)¥), neni-li
proménna x volna ve (.

e Axiomy rovnosti: x =z,

T1=Y1 = ... > Tp =Yn = R(x1,...,2n) = R(Y1, .-, Yn)s
pokud R je n-arni rela¢ni symbol jazyka L véetné =, n > 0.
T1=Y1 = .. > Tp =Yn — Flx1,...,20) = Fy1,...,yn),

pokud F' je n-arni funkéni symbol jazyka L, n > 0.

Pravidla dedukce (¢ili odvozovani) jsou:

Modus ponens (MP): Z ¢ a(p— 1) odvod .  Symbolicky: %(f/fw)'
Pravidlo generalizace (Gen): Z ¢ odvod V(). Symbolicky: vgf(}gp)-

2.1.12. Teorie. Dukaz. Thm(7T), Th(T).

1. Aziomatika v jazyce L je libovolnd mnozina 7' C Fmy. Rikdme pak, Ze dvojice (L,T) je
teorie a také, ze T je L-teorie & teorie v L, stru¢néji teorie, nehrozi-li nedorozuméni. Rikdme
také, Ze formule z T — LAx, jsou mimologické axiomy teorie (L, T). Prdzdnd L-teorie je L-teorie
(L, D); mizeme ji znacit struéné (). Formule teorie je formule jazyka této teorie, jazyk teorie T se
znadl L(T). Cdst, téz fragment, teorie T je L(T)-teorie T" s T' C T. Jsou-li o, ..., ¢, formule,
znafime T U {po,...,on} t6Z T, @0, ..., pn. Teorie je konecné aziomatizovand resp. oteviend, ma-
li jen kone¢né mimologickych axiomu resp. je-li kazdy jeji mimologicky axiom oteviend formule.
Nevede-li to k nedorozuméni, uvadime c¢asto teorii jen vyctem jejich mimologickych axiomi. Piseme
pak T = {0, p1,. ..}, coz znadi, ze T je teorie s axiomatikou {®g, ¢1, ...} ULAxy, kde L je jazyk
teorie T' (dany pfedem ¢ patrny z kontextu).

Dikaz v L-teorii T je koneénéa sekvence ¢y, ..., @, néjakych L-formuli, kde p; je bud axiom
z T nebo logicky axiom, nebo je ¢; vyvozeno pomoci n€jakého pravidla dedukce z nékterych ¢;
s j < i. Uvedeny dtkaz je dikaz formule @ v T, je-li ¢ nékteré ;. Existuje-li pro L-formuli ¢
dikaz v T, je ¢ dokazatelnd v T ¢ili teorémem T'; piSeme pak

TF .
Je-li T' prazdné L-teorie, piSeme F misto T+ a ,,v T vynechdvame nebo fikdme v L ¢i v logice.

Déle

Thm(T) ¢ Thmy resp. Th(T) & Thy
znaci mnozinu vSech teorému 7T resp. teorému 7T, které jsou navic sentencemi.

2. Pro L-teorii T' a L-formule ¢, 1 definujeme:
@ je vyvratitelnd (spor) v T, kdyz T+ -,

@ je konzistentni s T, kdyz T t/ =,
© je nezdvisld v T, kdyz Tt/ ¢ a T If =,
@ je silnéjsi nez Y v T, kdyz T F ¢ — .

Je-li T' prazdnd, vynechavame ,v T.
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2.1.13. Spornost, kompletnost, extenze, ekvivalence, axiomatizovatelnost teorii.
1. Teorie je spornd, l1ze-li v ni dokazat kazdou jeji formuli; jinak je bezespornd.
2. Teorie je kompletni, je-1i bezesporna a kazda jeji sentence je v ni dokazatelna ¢i vyvratitelna.
3. Extenze teorie T je teorie T” takovd, ze L(T) C L(T") a Thm(T") C Thm(7"); je to jednoduchd
extenze, je-li navic L(T) = L(T"). Dvé teorie jsou ekvivalentni, je-li kazd4 z nich extenzi druhé.
Konzervativni extenze teorie T je jeji extenze T’ takova, Ze pro kazdou L(T)-formuli ¢ plati

TFyp = Tk .

4. Konecné resp. oteviené azriomatizovatelnd teorie je takova, ktera je ekvivalentni s konecné
axiomatizovanou resp. otevienou teorii.

TVRZENI 2.1.14.

1) Mnozina Thmm(T) je definovand induktivné pravidly:
a) Kazdy logicky i mimologicky axiom T je v Thm(T).
b) Jsou-li ¢, ¢ — ¢ v Thm(T), jsou tam i v, (V) pro kazdé x.

2) a) Thm(T) = Thm(Thm(T)). b) T je bezespornd < Thm(T) je bezespornd.

Diikaz. 1) plyne bud z obecné véty o induktivni definici a odvozeni, nebo indukci podle délky
dikazu v T pro jednu inkluzi a indukci podle slozitosti pravé definovanych objektt pro druhou
inkluzi. 2) a) plyne z 1), b) z a). O

2.1.15. Teorie ¢isté rovnosti.
Teorie cisté rovnosti je teorie v jazyce s rovnosti bez mimologickych symboli, kterd nema mimo-
logické axiomy. Tato teorie resp. jeji jednoduché extenze o jeden axiom ,existuje pravé n prvka“
s 0 <n € N pak PE,, resp. jeji jednoducha extenze o schema ,existuje nekone¢né prvki“ se znaci

PE resp. PE(n) resp. PE(c0).

2.2 Zakladni sémantika.

Struktura pro signaturu.

2.2.1. Struktura pro signaturu. Podstruktura a generovana podstruktura. Redukt.
1. o Struktura pro signaturu L = (R, F) je (A, R4, F4), kde:
A je neprazdnd mnozina, zvand univerzum A,
R4 je soubor (R*; R € R), relaci tvaru R4 C A4*(R) s R e R,
F4 je soubor (F4; F € F) funkei FA: AAs(F) 5 As Fed.
Rikdme pak, ze to je L-struktura &ili struktura pro L a také model jazyka L. Uvedenou strukturu
znadime struéné A a mizeme psat A = L. R” resp. F'4 je realizace symbolu R resp. F.
o Velikost ¢ili kardinalita struktury A je velikost (kardinalita) jejiho univerza; znaci se |A|.
Ttida vSech L-struktur se znac¢i M(L).

o Trividlni L-struktura velikosti k # 0 je L-struktura A s univerzem x, pfi¢emz pro kazdy
relaéni mimologicky symbol R jazyka L Cetnosti m je R" = k™, pro kazdy funkéni mimologicky
symbol F jazyka L ¢etnostin je F* = k™ x {0}. Specialné je kazdy konstantni symbol interpretovan
jako 0. Takovou strukturu znac¢ime x,; specidlné je 1;, jednoprvkova trivialni L-struktura.

2. Bud A = (A, R F4) struktura pro (R,F). Podstruktura struktury je struktura B =
(B,RE FB) pro (R,TF) takova, ze B C A a dale

RB=RANB™ pro R€ R, m = Arg(R), F¥ = FAN(B" x B) pro F € F, n = Arg(F);
piseme pak
BCA

a podstrukturu B miizeme zapsat jako (B, R4, F4).
Je-li B C A, je B uzavieno na vSechny funkce struktury A a tedy také kazdd konstanta
struktury A patii do B. Ziejmé je neprazdna podmnozina Y C A univerzem néjaké podstruktury
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struktury A, pravé kdyz je Y uzavieno na vSechny funkce struktury A (a tedy specidlné kazda
konstanta struktury A je v Y'); takovou podstrukturu pak zna¢ime

AlY.
Pokud je tedy B C A, tak B = A[ B.

3. Pro X C A je mnozina generovand v A z X nejmensi podmnozina A obsahujici X a uzaviend
na kazdou funkci z F4; je to tedy FA-uzévér X, ktery znacime F4(X) — viz[[T1l Je-li FA(X) # 0,
je to univerzum nejmensi podstruktury struktury A obsahujici X; znacime ji A(X) a fikdme, Ze
to je podstruktura generovand X a prvky z X jsou generdtory A(X). Je tedy A(X) = A] FA(X).
Z¥ejmé kdyz T4 obsahuje konstantu ¢4, je ¢ € F4(X). Kdyz T = 0, tak T4(X) = X. Proa € A"
s n&jakym n € N znadl A(a) strukturu A(X), kde X ={a; : i <n}.

4. Budte L,L' jazyky s L C L', A’ néjakd L’-struktura. Redukce & redukt A’ na L je L-
struktura A, kterd vznikne z A’ odebranim realizaci symbolii, které nejsou v L; zna¢ime ji A’ | L.
Rikdme téz, ze A’ je expanze A do L'.

Piikladem L-struktury s L = (<, +,—,-,0,1) je A = (R, <R 48 R R ok 1R} Kkde R je
mnozina redlnych ¢isel a uvedené uspofddani a operace (— je unérni a znaci opa¢nost) a konstanty

maji obvykly vyznam. Struktura je zapsana v pfehledném tvaru podobné jako L vyse. Nazyva
se uspofadané téleso realnych ¢isel. Casto, pokud to nevede k nedorozuméni, horni index u relaci

a operaci né&jaké struktury vynechavame pro lepsi piehlednost zapisu; misto (A, R4, ..., F4 . )
tak piSeme jen (A, R, ..., F,...). Nevede-li to k nedorozuméni, zapisujeme (A, R, ..., F,...)| B pro
struénost téz jako (B, R, ..., F,...). Expanzi struktury A o relace Ry, ... a funkce Fy,... znacime
téz (A, Ro, ..., Fo,...).

Struktura (N, <, 4+, —,-,0,1), kde — je unarni operace pfi¢itani jednicky (znacend obvykle S)

a < a ostatni operace a konstanty maji obvykly vyznam, se nazyva standardni model pfirozenych
¢isel. Redukt A| LY = (R,+,—,0), kde LI = (+, —,0) je jazyk teorie grup (v aditivni verzi), je
tzv. aditivni grupa redlnych ¢isel. Kazda Booleova algebra (4, —, V, A, 0,1) je struktura pro jazyk
(—,V,A,0,1) teorie Booleovych algeber.

TVRZENT 2.2.2. (Odhad poétu L-struktur s danym univerzem.) L-struktur s univerzem r > w
resp. 2 < k < w je nejugse 2% 1L resp. 211

Diikaz. Bud L = (R,J). MnoZina Rel resp. Op vSech relaci resp. operaci koneénych éetnosti nad
% mé kardinalitu nejvyse 2° pro k > w a w jinak. Oznaéme A\ = |L|. Je-li A = (k, R4, F4),
je R4 : R — Rel, 4 : T — Op. Tudiz uvazovanych dvojic (R4, F4) je nejvyse tolik, kolik je
kardinalita mnoziny (2%)* x (2%)* resp. w? x w*, coz je 2% resp. 2}, nebof A > w. O

Hodnota termu a platnost formule ve strukture.

2.2.3. Hodnota termu, hodnoceni a platnost formule ve strukture. Vztah . T, L.
Bud A néjaka L-struktura. Funkce e : Var — A, &ili e € V¥A, je ohodnoceni proménngjch v A. Pro
né oznacme e(z/a) funkei, kterd vznikne z e pravé tak, ze e zménime jen v z, a to na hodnotu a.

1. Hodnota t4[e] (téz t*(e)) termu t v A p¥i ohodnoceni e se definuje indukei dle délky ¢:
a) Je-li t proménna z, je t4[e] = e(z).
b) Je-li t tvaru F(to,...,tn—1) a F je n-drni funkéni symbol, tak
t4e] = FA(tg'[e], - - tnyle])-

2. Hodnota H2 (¢, e) atomické formule o v A p7i ohodnoceni e je definovana takto:

Kdyz ¢ je tvaru R(tg,...,tn—1), kde R je n-arni rela¢ni symbol z L (tj. i =, je-li L s rovnosti)
ato,...,ln_1 jsou termy, tak definovana hodnota je 1 resp. 0, pravé kdyz RA(t{'[e], ..., t2_,[e])
plati resp. neplati; pfitom =" je identita na A. Pro R nuldrni specialné mame HA(R()) = 1 <
RA(0) & RA = {0}.

3. ® Zobrazeni HA : Fm; x Y¥A — 2, nazjvané hodnoceni ve struktuie A, definujeme indukci
dle délky ¢ takto:
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HA(p,e) = HA(p,e), kdyZ ¢ je atomicka,
_1HA(9007 6), kdyi 4 je ﬁ((100)7
HA (o, €) —1 HA(p1,€), kdyZ ¢ je (po = #1),
min{HA(po, e(z/a)); a € A}, kdyZ ¢ je Vo (o).

Pfitom —; resp. —1 je komplement resp. operace implikace v Booleové algebie 2, tj. —1(0) = 1,
—1(1) =0, pro a,b € {0,1} je a =1 b =1, pravé kdyZ a = 0 nebo b = 1.
e HA(p, e) je hodnota formule p v A p¥i ohodnocent e.

Indukeci se snadno dokaie, Ze hodnota HA(y,e) nezavisi na e, nevyskytuje-li se ve ¢ zadna
proménné; pime pak misto HA (i, ) jen
HA(p).
4. Formule ¢ plati v A pri ohodnocent e, pravé kdyz HA(Lp, e) = 1; piSeme pak
A ¢le]
a fikdme téz, ze ¢ je spinénd e v A nebo e splnuje ¢ v A. Plati-li ¢ v A pfi kazdém ohodnoceni
proménnych v A, fikadme, Ze ¢ plati ¢ je splnénd ¢ je pravdivd v A, piseme

A=
5. Bud T sentence ¢ — ¢, kde ¢ je n&jaka fixovana atomickd L-sentence, existuje-li, ¢i uzavér

atomické L-sentence. Bud L negace T.

LEMMA 2.2.4. (O hodnoceni a platnosti ve struktufe.) Necht A je L-struktura, e : Var — A,
p, Y dvé L-formule.

1) a) HA(L,e) =0, HA(T,e) =1,
b) HA(p V ¥,e) = HA(p,e) Vi HA (¢, €), HA(p & 1, e) = HA(p, €) AL HA(Y, €),
¢) HA(p = v,e) =1 HA(p,e) <HA(Y, ), HA(p > 1h,e) = 1 & HA(p,e) = HA(4, €).

2) Je-li o po fadé V,&,—, <> a 0% je po Tadé nebo, a, implikuje, pravé kdyz, tak

a) A= ple] resp. A= (pov)le] & Al ple] resp. A= ple] 0 A=y,
b) Al (Vx)ple] & pro kazdé a € A je A = ple(x/a)],

c) AE (3x)ple] & emistuje a € A s A = ple(z/a)],

d) AEe(zo,. .., Tn_1) & AE Voo, ..., Tn_1)p.

Diikaz. 1) Jde o je trividlni disledky definic. 2) a) je pro negaci jasné a pro ostatni reformulace 1).
b) A = (Vz)ple] < pro kazdé a € A je HA(p,e(z/a)) = 1 < pro kazdé a € A je A |= ple(x/a)].

c) A E Qx)ple] & A —~(Va)-ple] < neni pro kazdé a € A splnéno A [~ ple(xz/a)] &
existuje a € A s A = gle(z/a)].

d) Indukci dle n. Pro n = 0 neni co dokazovat. Indukéni krok z n na n + 1 (e je ohodnoceni
proménnych v A):

A= p(xo,...,zn) pro kazdé e je A = ¢[e]

pro kazdé e a kazdé a € A je A = ple(z,/a)]
pro kazdé e je A = (Va,)ple]
AE Vo, ..., zn—1)(Va,)p
Prva ekvivalence je ddna definici, druhd plyne trividlné, t¥eti plyne z b) a étvrtd z indukéniho
predpokladu. O

teee

TVRZENI 2.2.5.
1) (O hodnoté a platnosti v reduktu.) Budte L C L', A’ = L', A redukt A" na L, e ohodnoceni
proménnych v A (= A’). Pak
a) pro L-term t plati t*[e] = t*'[e], b) pro L-formuli ¢ plati A |= ple] & A’ = ¢le].

2) Necht X je podmnoZina univerza L-struktury A a L obsahuje konstantni symbol & X # ().
Pak univerzum struktury A(X) je mnoZina B = {t4[e]; t je L-term a e : Var — X}.
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3) (O platnosti otevienych formuli.)
AE ¢le] & A" E ¢le] pro ¢ otevrenou, A" C A ae: Var — A'. (2.1)
Disledky:

a) Oteviend formule plati ve struktufe, prdvé kdyZ plati v kaZdé jeji konecné generované
podstrukture, pravé kdyz plati v kaZdé podstrukture.
b) Podstruktura modelu oteviené axiomatizovatelné teorie T je modelem teorie T'.

Driikaz. 1) a) Snadno indukci na L-termech. b) Snadno indukei na L-formulich.
2) Z¥ejmé je B univerzem podstruktury struktury A. Je-li B C Aa X C B’, je jasné B C B'.
3) Je-li ¢ atomicka, jasné to plati, nebot hodnota termu v podstruktuie A" C A je stejna jako
v A. Indukci podle slozitosti ¢ plyne snadno dokazované. Dusledek a) plyne ihned z [20), b) je
dtisledkem a). O

TVRZENI 2.2.6. (O nezavislosti hodnoty a platnosti na proménnych.) Necht A je L-struktura a
t resp. @ néjaky L-term resp. L-formule, e, € jsou ohodnoceni proménngch v A, kterd se rovnaji
na véech promeénngych termu t resp. volnych proménnych formule . Pak plati:

a) t4[e] = t4[e'], b) A k= gle], pravé kdyz A = o[e'].
Specidiné pro t bez proménnyjch a sentenci ¢ nezdvisi t4]e] a A |= ple] na e.

Diikaz. a) plyne bezprostiedné indukci na termech. b) se dokéZe snadno indukci na formulich;
uvedme jen indukéni krok pro univerzalni kvantifikator. Bud ¢ tvaru (Vz)vy a nechf pro ¢ tvrzeni
plati. Volné proménné formule ¢ jsou volné proménné formule ¢ a eventudlné jesté proménnid z.
Pak ztejmé plati:
AEple] < prokazdéa € A je A= le(z/a)]
< prokazdé a € Aje AEyYle(z/a)] & Al gld].
O

2.2.7. Parcialni ohodnoceni proménnych pro term ¢&i formuli. Rozsifeni vztahu .
Pomoci rozsifime piirozené vyznam t4[e] a A |= ¢le]. Rekneme, Ze zobrazeni e C Var x A
je parcidlni ohodnoceni proménnych v A, a déle, Zze je pro t resp. p v A, pokud defini¢ni obor e
obsahuje kazdou proménnou termu ¢ resp. volnou proménnou formule ¢. Pro takové e necht znaci

t4le] resp. A= ¢le]
hodnotu t4[e’] resp. vztah A = p[e’], kde ¢’ : Var — A s e C ¢’ je libovolné; to je dle2.2.6 korektni.

ZNACENI 2.2.8. Je-liZ = (xq,...,2,_1) prosta sekvence proménnych a @ = (ag, ...,a,_1) € A",
zna¢ime parcialni ohodnoceni proménnych e = {(z;,a;); i < n} jako

Z|a, struénéji (ag,...,a,—1) nebo jen @ (2.2)

(nevede-li to k nedorozumeéni). Pro proménnou y pak znaéi a(y/b) ohodnoceni, nabjvajici hodnotu

b v y a hodnotu a; pro x; rizné od y. Specidlné je vySe uvedené e, tj. (ag,...,an—1) Cili a,
ohodnoceni pro term t(zg,...,x,—1) a formuli p(zg,...,2z,—1) v A. PiSeme pak
t4[z|a] é t4ag, .-, an_1] ¢ t4[a) misto t4]e],

AEo[zla] & AElag,...,an-1] & AE ¢[@ misto A E ¢le].

2.2.9. Extenze Ly jazyka o jména. Expanze Ay.
O prvcich univerza dané L-struktury .4 muzeme referovat pomoci extenze Ly jazyka L o tzv.
jména prvku z A. Definujme to ponékud obecnéji nasledovné.

Necht A je L-struktura, X C A. Extenze jazyka L o jména prvki z mnoziny X je extenze
(L, cq)aecx jazyka L o nové navzajem rizné konstantni symboly (c,; a € X). Znaéime ji

Lx.
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Konstantni symbol ¢, prezentuje individuum a v jazyce; fikdme, ze to je individudlni konstanta.
Bud navic B je néjakd L-struktura, X C A a f : X — B. Pak pfirozen4 expanze struktury A o
jména prvkii z X resp. pfirozend expanze struktury B o jména prvki z X via f je Lx-struktura

Ax = (A a)aex Ttesp.  Brx = (B, fa)uex;
cq je v prvé resp. druhé interpretovano jako a resp. fa pro kazdé a € X.
Necht ¢(Z,7) je L-formule, {(ag,...,an_1) = a@ € A@. Piseme téz
(P(a, ?) misto QD(JU()/C@O, s ’mn-l/can—l 7?);
podobné je tomu s L-termem ¢(Z,7) a dale se symboly t(@,b), ©(a@,b) s b € A, Analogicky je
tomu s ¢(Z,7,%) atd. Misto Ax = (@) piSeme téz nékdy jen A = ¢ (a).
LEMMA 2.2.10. (O jménech.) Necht A je L-struktura, X C A, t(Z,7) je L-term, ¢(T,7) je
L-formule, @ € A'® | b e X' Pak

t'a,b] = t0)*[a, AFe@ylab & Ax e (2.3)

Specidlné pro L-formuli 1(7) je A = ¢[b] & Ax = (D).

Diikaz. Tvrzeni o termech plyne indukei podle slozitosti ¢ bezprostfedné. Odtud plyne ihned (23)
pro ¢ atomickou. Zbytek plyne snadno indukci podle slozitosti ¢. O

Model teorie. Axiomatizovatelnost t¥id struktur.

2.2.11. Model teorie, tfida modelu teorie. Axiomatizovatelnost tfidy struktur.
1. Model L-teorie T je L-struktura A, ve které plati kazdy axiom L-teorie T’; piSeme

AET.
2. Trida vSech modeli teorie T resp. velikost'i:fi resp. konecngch resp. nekonecényjch se znaci
M(T) resp. M (T) resp. Mcoo(T) resp. Moo (T),
Je-li T prazdné L-teorie, misto M, (T") piSeme M, (L). Plati tedy napf.
M. (T) C Mceoo(T) UM (T) = M(T) C M(L).
Ziejmé je rky € M, (L) pro kazdé x # 0.

3. Bud K tfida L-struktur, tj. K € M(L). Tfida K je aziomatizovatelnd resp. koneéné azio-
matizovatelnd, existuje-li L-teorie T resp. navic konecnd tak, ze K = M(T). Symbolem —K déle
znacime komplement tiidy modelid K, tj. tiidu M(L) — K.

Problémem, jak vypadd M(T) konkrétnéji, jaké jsou tifidy M, (T) a jaké druhy model jsou

vy

Pravdivost v teorii.

2.2.12. Pravdivost v teorii: T | .

1. Formule ¢ plati ¢li je pravdivd v teorii T, je-li ¢ formule teorie T', ktera plati v kazdém

modelu teorie T'; piSeme
T E .
Kdyz T | —p, je ¢ lZivd v T. Neni-li ¢ ani pravdiva ani lziva v T, je sémanticky nezdvisla v T
Obor vsech formuli [sentenci] pravdivych v T resp. formuli [sentenci] 1zivych v T' znac¢ime
Tru(T) [Te(T)] resp. nTru(7T) nTr(T)].

2. Formule ¢ je sémanticky konzistentni s T, kdyZz neni 1zivad v T, tj. kdyz T [~ -, ¢ili kdyz
existuje struktura A s A =T U {(3v)¢}, pokud je ¢ v proménnych T.

Je-li T prazdnd L-teorie, piSeme = ¢ L = misto T |= a frazi ,v(s) T% vynechavdme ¢i fikdme
v L eventudlné jen v logice, a piseme Tru(L) resp. nTru(L) misto Tru(7T) resp. nTru(T) atd.

Nyni je prehledné formulovatelna zasadni, zatim nedokazana véta o kompletnosti predikatové
logiky: Pro teorii T a jeji formuli ¢ je T + ¢ < T |= . Platnost implikace = se nazyvé korektnost
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predikatové logiky; ditkkaz je snadny, jak uvadime nize. Obtiznéjsi dikaz implikace < uvedeme
pozdédji, a to na zékladé zdsadniho poznatku predikatové logiky: M(T') # @ < T je bezesporna.

Nésledujici lemmata formuluji elementérni vlastnosti sémantiky spojek —, V, &, —, .

LEMMA 2.2.13. (O sémantice -, V, &.) Necht A je L-struktura a o, . .., @, jsou L-formule. Pak:
1) a) AE po = A —po
A E o1 nebo -+ nebo A= ¢, = AE o1V Vo,
A=Epra- aAEp, & A=Epi& &y,
AE ¢ & AEgc(po).

b) M(T po) € M(T) — (ﬁwo) = M(T") = M(T', ~0)
M(T,gpl)U~ ( ) - M( 1V v@n)
M(T7 901) n- ( @n) = M( 901& &@n)
M(T g.c.(0) = M(T. o)
¢) Uvedené dvé implikace = resp. inkluze Q nelze obrdtit. Jsou-li vsak @, ..., p, sentence,

lze je i obrdtit.

2) Necht T je L-teorie. Piseme-li v 1) a) T misto A, ziskan€ vztahy plati a = nelze obrdtit.

Diikaz. 1) Dokazeme a); b) je bezprostfednim diisledkem. Necht e je ohodnoceni proménnych v A.
Prvni implikace: z A |= @ole] plyne A & —gole]; tudiz dokazované plati. Podobné snadno plynou
ostatni tfi vztahy. ¢) Prvou implikaci = nelze obrétit. Bud totiz ¢ formule < 0, A = (Z, <,0).
Pak A £ —gg, A = po. Podobné je to s druhou implikaci =. Odtud pak plyne, Ze nelze obratit
ani inkluze C. Necht e je ohodnoceni proménnych v A. Je-li ¢y sentence, tak

AEvo & AlEwld & AW -ple] < AR o,
nebot hodnota A |= ¢gle] nezavisi na e. Podobné je tomu s disjunkci.

2) je bezprostiedni dusledek 1) a). O
PRIKLAD. Pro sentence nemusi platit < misto = v prvém vztahu z 2). Je-li totiz T teorie
s modelem, tak T' = ¢ < T = -y plati pro kazdou L(T)-sentenci ¢, pravé kdyZz je T' sémanticky
kompletni, tj. pravé kdyz je kazda L(T)-sentence nebo jeji negace v T pravdivi.

LEMMA 2.2.14. (O sémantice —, <) Necht T je teorie a @, ), x jeji formule.

1) Plati
TEe—Y=MT,¢) CMT, 1), TEe+ Y= MT,e)=MT,1).
Implikace = nelze obecné obrdtit, jsou-li vsak pg, @1 sentence, lze je obrdtit.

2) Plati: TEe—Y & TE-Y—-p
TEeoy & The—=Y aTEY—y
TEey—=Y aTEY—=x = TEp—X
TEeoy aTEYox = TEepoXx
TEee Y = ([T EpeTEY). Implikaci nelze obrdtit.

3) Rozbor pripadi. a) TE(VY)—mx © TEe—=>x aTEY—Y)
b) TEe=v aeTEw=2y) = TEY

Diikaz. 1) Implikace = plynou snadno. Prvou = nelze obratit. Bud totiz T teorie v jazyce
L = (0,1) s rovnosti a jedinym mimologickym axiomem existuji alespoii dva prvky“. Pak
MT,2=0)=0=MT,z=1), av8ak T 2 = 0 — = = 1, nebot A [~ (x =0 — = = 1)[0], kde
A= {{0,1},0,1) E T. Podobné je tomu s <> a tvrzeni o sentencich se dokaze snadno.

2) Dikazy < a = plynou bezprostfedné z definice |=. DokaZeme neobratitelnost posledni =.
Bud L = (U, ¢,d), kde U je unérni rela¢ni a ¢, d konstantni symboly. Ziejmé = U(c), = U(d), tedy
EU(c) &= U(d). Avsak £ U(c) < U(d).

3) a) plyne bezprostiedné z definice |=, b) je disledek a). O

2.2.15. Struktura formuli.
Necht L je jazyk. Zfejmé = T, = =L, tj. T je pravdiva L-sentence a L 1Ziv4.
Struktura formuli jazyka L je struktura
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ML - <FmL7 ) \/7 &7 J—a T>
pro jazyk Booleovych algeber; logické spojky chdpeme jako operace, 1 a T jako konstanty 0 a 1.
Operace V neni komutativni, nebot formule ¢ V 9 s rtznymi @, neni jako vyraz (tice) roven
1 V ; podobné je tomu s &.
Bud n pfirozené. Pak Fm} znad¢i podstrukturu Fm; s univerzem Fm7: Fm7 = Fm, [ Fm].

Vyrokova logika — expozice.

2.2.16. Koncept syntaxe a sémantiky.

1. Syntax. Necht LF zna¢i jazyk bez rovnosti, ktery mé jako mimologické symboly jen nuldrni
relac¢ni symboly, tvorici neprazdnou mnozinu P. Symboly z P se nazyvaji téz prvovyroky ¢i vyrokové
proménné, bezkvantifikdtorové LF-formule se nazjvaji vijroky, obsirnéji P-vyroky, a téz vijrokové
formule nad P; jejich mnozinu znac¢ime VFp. Jsou to formule vyrokove logiky. Jeji jazyk a bazdlni
syntazx (jez je ,vyrokovou restrikci“ syntaxe predikatové logiky bez rovnosti s jazykem LF) jsou
dany takto:

e Logicke symboly jazyka jsou spojky —, —, mimologické pak tvori neprazdnd mnozina P prvo-
vyrokt. Rikdme téz, ze P je jazyk vijrokové logiky. VFp je mnoZina viech P-vijroki. Symbol P
ddle vidy znaci mnoZinu véech prvovyroku néjakého vyrokoveho jazyka a také takovy jazyk.

e Logické axiomy vyrokové logiky jsou dany schematy (PL1) — (PL3), pravidlem dedukce je
pravidlo modus ponens.

e Dvojice P,T s T C VFp, struénéji T, je vgrokovd teorie nad P ¢i P-teorie; L(T') znadi jazyk T.
Pojem dtkazu v T a T ¢ jsou stejné jako v predikatové logice bez rovnosti, odhlédneme-li
od logickych axiomi o kvantifikatorech a pravidla generalizace. Pro ndzornost mizeme psat p
misto F.

Zakladni rozvoj syntaxe vyrokové logiky s jazykem P je tyz, jako u predikatové logiky s jazykem

LP s uvedenymi restrikcemi. Napi. spojky V, &, <> zavadime jako zkratky atd.

Je patrné, ze pro jazyk L predikatové logiky jsou L-formule vyroky nad mnozinou Py atomic-
kych a kvantifikaci zacinajicich L-formuli jakoZto prvovyrokt, a ze pro vyrok ¢ nad Py plati:
Fp, 0 = Fo.

2. Sémantika. N&jaka LP-struktura A = (A, p?),cp je ziejmé z hlediska platnosti formuli plné
urcena funkci v : P — 2 takovou, Ze pro p € P je

v(p) = p* (S A%);
fikame, ze takové v je pravdivostni ohodnoceni prvovyroki a také model vyrokového jazyka P;
ziejmé nezavisi na A. Extenze ohodnoceni ¥ : VFp — 2 se sestroji rekurzi pravidly:
o(p) =v(p), V(op)=—10(p), V(e =) =—1 (0(),v(¥))
Z¥ejmé nyni pro vyrok ¢ plati, jak plyne snadno indukei dle slozitosti ¢: A | ¢ < T(p) = 1.
Misto T(p) = 1 mlizeme téz psat v = ¢. Uvedené poznatky nas vedou k nésledujicim definicim.

Bud T vyrokové teorie nad P.
e Funkce v € ® je model T, kdyZ () = 1 pro kazdy axiom T’; piseme
vET;
Ma4-1i teorie T ¢i formule ¢ model, fikame, Ze je splnitelnd. Mnozinu vSech modela teorie T' zna¢ime
Mp(T), struén&ji M(T), je-li T prazdné, pak M(P); tudiz
Mp(T) C M(P) = 2.
o Vyrok ¢ je pravdivy resp. IZivy v T, plati-li v kazdém resp. zadném modelu teorie T7; je-li ¢
vyrok pravdivy v T, piSeme
T E .
KdyZ je T prazdnd, piseme jen |= ¢, nékdy P |= ¢, a fikdme pak téz, ze ¢ je tautologie. Mnozinu
v8ech pravdivych resp. 1zivych vyrokt v T' znac¢ime

Trup(T), struénéji Tru(T) resp. nTrup(7T), struéngji nTru(T).
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Kdyz T je prazdna, nepiSeme T. Mnozina vSech tautologii resp. splnitelnych vyroki se znaci téz
TAUTp resp. SATp.
Ziejmé pro L-formuli ¢ plati: Py, = ¢ = | ¢. To mZeme zformulovat téZ nésledovné:

TVRZENI 2.2.17. (O pravdivosti tautologii v predikatové logice.) Pro jazyk L (v predikdtové
logice) a jeho formuli ¢ plati: ¢ je tautologie (jakozto vyrok nad Pr) = | ¢.

PRIKLADY. 1. Plati = ((V2)y & ¢) — —(=p V =(Vz)1p). Oznacime-li totiz x ,prvovyrok* (Va)y,
jde o tautologii (x & ¢) — —(—¢ V —x).
2. Implikaci v Z2ZT7 nelze obratit, jak ukazuji nésledujici a), b).
a) Bud L jazyk s rovnosti. Pak o =z, ale Py, £z = z.
b) Bud L jazyk bez rovnosti, s relaénim symbolem R. Pak = (VZ)R(Z) — R(Z) (s I(T) = n),
ale P, & (VZ)R(T) — R(ZT), protoze v uvedené implikaci jsou antecedent a konsekvent rtizné
prvovyroky.

Sémantické verze pojmau.

2.2.18.

Pojmy spornost, kompletnost, extenze a ekvivalence, konecné ¢i oteviend axiomatizovatelnost
teorii, jsme definovali syntakticky, uzitim . Definici sémantické verze obdrzime nahrazenim vztahu
F v ,syntaktické“ definici vztahem |=. Ziskdme tak pfislusny pojem sémanticky, napf. pojem teorie
je sporna sémanticky, kompletni sémanticky atd. Takovy pojem bude ekvivalentni s puvodnim
ysyntaktickym*; to vyplyne az z kompletnosti predikidtové logiky. Syntaktické verze pojmi jsou
uzitecné pro porozuméni sémantice, aniz bychom se dovolavali kompletnosti predikatové logiky.
Formulujme je vyslovné (i kdyZz schema tvorby jejich definic jsme jiz uvedli).

1. Teorie T je spornd sémanticky, pokud T |= ¢ pro kazdou L(T)-formuli ¢; jinak je T beze-
spornd sémanticky.

Ziejmé plati:

T je bezesporna sémanticky < 7' ma model = T je bezesporna.

Opacna implikace, tj. T je bezespornd = T mé model, je znacné netrividlni tvrzeni, které, jak
ukazeme pozdéji, je ekvivalentni s T' = ¢ = T F ¢ pro kazdou L(T')-formuli ¢.

2. Teorie T je kompletni sémanticky, pokud ma model a kazda L(T')-sentence je pravdiva ¢
lziva v T.
Ziejmé plati:
Ma-li teorie model a je kompletni, je kompletni sémanticky.
3. Teorie T je extenze teorie T sémanticky T', kdyz L(T) C L(T") a Tru(T') C Tru(7”). Pokud
L(T) = L(T"), je to jednoduchd extenze teorie T' sémanticky. Pokud Tru(T') = Tru(7") N Fm, 1),
je to konzervativni extenze teorie T sémanticky.

4. Teorie T" je ekvivalentni s teorii T sémanticky, je-li T extenzi T sémanticky a naopak.

5. Teorie je konecneé resp. oteviené axiomatizovatelnd sémanticky, pokud je ekvivalentni s né-
jakou teorii sémanticky, ktera je koneéné axiomatizovand resp. oteviena.

Naésledujici tvrzeni sumarizuji uziteéné vlastnosti nékterych uvedenych pojmu. (| znaéi redukt.)

TVRZENI 2.2.19.
1) (Vlastnosti Tru(T").)

a) M(Tru(T)) = M(T). b) Tru(7T) C Tru(7”) < M(T") | L(T) € M(T).
¢) Tru(T) = Tru(Tru(T)). d) TCT' = Tru(T) C Tru(T").

2) (O extenzi a ekvivalenci teorii sémanticky.)
a) T’ je extenze T sémanticky < L(T)C LT a M(T")| L(T) € M(T).
b) T’ je ekvivalentni s T sémanticky < L(T)=L(T") a M(T") =M
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Diikaz. 1) a) Kdyz A = T, tak A = Tru(T). Kdyz A = Tru(T), tak A = T diky T C Tru(7').b)
Implikace =. Bud A’ =T a ¢ € T; dokazujeme A’ | L(T) = ¢. Je ¢ € Tru(T"), tedy A’ = ¢
a tedy i A'|L(T) | . Implikace <. Bud ¢ € Tru(T"), A’ = T; dokazujeme A" = ¢. Je
A'|L(T) € M(T), tedy A" | L(T) = p, tedy i A’ = ¢. 1) ¢) plyne z a). d) je jasné.

2) a) plyne ihned z definice a 1) b). b) je dtsledkem a). O

Ztejmé plati

F~(E2)¢ < (V2) e,

nebot = —(3z)¢ < == (V) -y plyne z definice 3 a diky = ¢ < ¥, diky |~ > ¢ a tranzitivité
< pak plati = =(3z)¢ + (V).

Velmi uzitecna jsou nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 2.2.20. Necht T je teorie.
1) (Pravidlo distribuce kvantifikidtoru sémanticky.) Kdyz Q je V nebo 3, tak
TEe=IelY) = TE(@v)e—[«](Qx)y.
2) (O ekvivalenci sémanticky.) Plat{
TEYo< Yy, TEY1 oY, = TEeo @,

kde ¢* se ziskd z ¢ nahrazenim néjakiych vyskyti podformule ; ve ¢ formuli ) proi < n.

Diikaz. 1) Predpokladame
AET,e:Var 5 A ac A = HAp,e(z/a)) < [=]HA(Y, e(z/a)).
Uzitim definice HA((Qx)y, €) a HA((Qx)y), e) (pomoci minima a maxima) dostaneme dokazované
AET,e:Var - A = HA(Qz)p,e) < [=]HA((Qx),e).
2) Indukci dle slozitosti ¢. Je-li ¢ atomickd, ¢* je ¢ nebo nékteré ¢ a ¢ je 1);; tvrzeni plati.
Necht ¢ je tvaru =g resp. o — @1 a pro @p a 1 to plati. Mame dokézat:

AET,e:Var - A = HAp,e) =HAY,e). (2.4)

Dosadime-li v ([Z4]) za ¢ formuli —pq resp. 9 — 1 a podobné pro hvézdickovanou verzi (coz je

©*), vidime ze (24) opét plati. Indukéni krok pro V plyne ihned z 1) pro <+ a Q rovno V. O
Korektnost.

TVRZENI 2.2.21. (O korektnosti substituce.) Necht A je L-struktura, t, s jsou termy, ¢ je formule
jazyka L a e ohodnoceni proménnych v A. Plati:

1) t(x/s)le] = tle(x/s[e])]. 2) A= p(a/s)le] & Al ple(z/sle])].

Diikaz. 1) Indukei na termech. Bud ¢ proménnd y. Je-li y proménnd z, je vlevo sle] a vpravo
je také sle]. Kdyz y neni z, je vlevo e(y) a vpravo také. Necht ¢t je F(t1,...,tm), kde F je m-
arni funkéni symbol a pro termy t¢y,...,t,, tvrzeni plati. Pak t(z/s)e] = F(t1(z/s),...)[e] =
FA(ti(z/s)]e],...) = FA(t1]e(z/sle])],...) = tle(z/s[e])].

2) Indukci na formulich. Pro ¢ atomickou tvaru R(ty,...,t,) to plati, nebot

AL p(a/s)le] & AE Rit(a/s),...)ld <
& RA(ti(x/s)]e],...) & RA(ti[e(z/sle])],...) & A R(ts,...)[e(z/s]e])].
Indukéni krok pro —,— plyne diky tomu, Ze (—po)(x/s) je —po(z/s) a (po — ¢1)(x/s) je
po(z/s) = p1(z/s).
Bud ¢ tvaru (Vy)y a pro ¢ necht to plati. a)  neméa volny vyskyt ve ¢. Pak je ¢(z/s) rovno
v ae, e(x/s[e]) se rovnaji na vSech volnych proménnych formule ¢ a dokazovana ekvivalence tedy
plati. b)  ma volny vyskyt ve . Pak diky substituovatelnosti s za 2 do ¢ méme:

bl) y neni z, b2) y neni v s a tedy sle(y/a)] = s[e].
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Plati A = p(z/s)le] < ApEy(z/s)e(y/a)l pro kazdé a € A

& AE4Yle(y/a)(z/sle(y/a)])] prokazdéa e A

< AEYle(x/sle])(y/a)] pro kazdé a € A

& AE (Yy)ule(/sl)].

Prvou ekvivalenci dava definice platnosti, druhou indukéni pfedpoklad, tfeti zaména poradi Gpravy
e a b2), posledni definice platnosti. O

TVRZENI 2.2.22. (O korektnosti predikatové logiky.)
1) a) Kazdy logicky axziom je pravdivy.
b) Kdyz A= {p,o = ¢}, tak A=Y a A= (V).
2) Pro teorii T a jeji formuli ¢ plati: T+ o = T |= .

Dtkaz. 1) Necht A je L-struktura. a) Kazda L-formule tvaru (PL1) — (PL3) jasné plati v A
vypoétem v 2. Z definice platnosti atomické formule plyne platnost axiomt rovnosti v A. Bud
t term substituovatelny do ¢ za x a e ohodnoceni proménnych v A; dokdzeme, ze plati A
(V) — @(z/t))[e]. Necht A |= (Vx)ple]. Pak A = ple(z/tle])] a dle tvrzeni 2:22T] o korektnosti
substituce je A = ¢(z/t)[e]. Snadno se dokédze také i platnost kazdého axiomu V-zavedeni, tj.
formule (Vx)(¢ — ) — (¢ — (Vx)v), neni-li proménna x volna ve ¢, uzijeme-li toho, ze A |= ¢[e]
nezavisi na e(x), neni-li z volnd ve ¢. b) Evidentné A = ¢. Protoze A |= ¢ znadi, ze A = ple] pro
kazdé ohodnoceni proménnych v A, jasné A = (V).

2) plyne indukeci na teorémech T bezprostfedné uzitim 1). O

POZNAMKA 2.2.23.
1. Necht T je teorie v jazyce s rovnosti a A4 alespont dvouprvkovy model T. Pak formule ¢
tvaru x # y je nezavisld v T, tj. Tt v a T I =, nebot A}~ ¢ a A £ —o.

2. Formule ¢ — (V)¢ neni obecné pravdiva, tedy ji nelze vzit za logicky axiom. Bud totiz
napf. ¢ tvaru U(z), kde U je undrni rela¢ni symbol. Pak (2,{0}) = ¢ — (V).

2.3 Vlastnosti struktur a teorii. Charakteristiky teorie.

Vseobecnou ulohou predikatové logiky je ziskavat poznatky o logickém charakteru dané teorie
s ohledem na bezespornost, kompletnost, pocet jednoduchych kompletnich extenzi, kone¢nou ¢i
otevienou axiomatizovatelnost atd., na strané modeld pak jde o pocet neizomorfnich modelu, exis-
tenci minimalnich modelt apod. V nasledujicim se budeme vénovat témto otazkdm prevazné na
strané sémantické, uzivajice sémantickych verzi pojmu jako bezespornost, kompletnost, axiomati-
zovatelnost atd.

Klicovymi pojmy v nasledujicim jsou:

Elementarni ekvivalence, teorie struktury. Algebry definovatelnych mnozin. Homomorfi-

zmus, vnoreni, izomorfizmus. Kategori¢nost. Elementarni vnofeni a podstruktura, modelova

kompletnost. Prvomodely. Jednoduché kompletni extenze. Eliminace: elimina¢ni mnozina,

eliminace kvantifikatort.

Elementarni ekvivalence, teorie struktury.

2.3.1. Elementarni ekvivalence. Teorie struktury.

1. Dvé L-struktury A, B jsou elementdrné ekvivalentni, plati-li v nich pravé tytéz L-formule;
pise se pak

A=B.
2. Teorie L-struktury A je mnozina L-sentenci platnych v A4; zna¢ime ji Th(A).

Ziejmé plati:
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e A =B« Th(A) = Th(B), tj. dvé L-struktury jsou elementarné ekvivalentni, pravé kdyz
v nich plati pravé tytéz L-sentence. (Formule totiz plati ve struktufe, pravé kdyz v ni plati jeji
generalni uzaveér, coz je sentence.)

e Teorie Th(A) struktury A je kompletni. (Nebot pro sentenci ¢ je Th(A) Fp & A = ¢.)

Poznamenejme déle, ze tfida M(T') vSech modeld teorie T je uzaviend na elementarni ekvi-
valenci, tj. A = B € M(T) = A € M(T); uzavfenost na elementarni ekvivalenci a ovéem také
na izomorfni kopie jsou tedy nutné podminky na axiomatizovatelnost tfidy struktur. Specialné
jednoprvkova tfida {A} neni axiomatizovatelna.

TVRZENI 2.3.2. (O teorii kompletni sémanticky.) Pro teorii T s modelem je ekvivalentni a) — d):
a) T je kompletni sémanticky.
b) KaZdé dva modely teorie T jsou elementdrné ekvivalentni.
c) Tr(T) = Th(A) pro kazdy model A =T.
d) Tr(T) = Th(A) pro néjaky model A =T.

Diikaz plyne snadno z definic. O

Predeslé tvrzeni fiké toto: L-teorie T' je kompletni sémanticky, pravé kdyz ma az na elementarni
ekvivalenci pravé jeden model, a to nastava, pravé kdyz je T' ekvivalentni sémanticky s Th(.A) pro
néjakou L-strukturu A.

TVRZENI 2.3.3. Bud L jazyk s rovnosti.
1) Dvé konecné elementdrné ekvivalentni L-struktury jsou izomorfni.

2) L-teorie kompletni sémanticky a s konecngm modelem md kaZdé dva modely izomorfni.

Diikaz. 1) Budte A, A’ konecné a elementdrné ekvivalentni L-struktury. Pro né&jaké k € N je
k =|A| = |A’|. Dokézeme, Ze plati:

Pro a € A existuje a’ € A’ tak, ze (A,a) = (A, d’). (2.5)
Pomoci (Z3]) snadno sestrojime prosté posloupnosti ag,...,ax—1 v A a ag,...,a,_; v A’ tak, ze
(A a;)ic; = (A, a})i<; plati pro kazdé | < k; pro I = 0 jde o pfedpoklad A = A’. Pak zobrazeni
a; — a; s i <k je jasné izomorfizmus A a A’

Zbyva dokazat (2.50). Pro a € A bud p mnozina vSech L-formuli ¢(z) takovych, ze A = ¢[a).
Oznac¢me D, = {a € A; A |= pla]}; je D, C A. Protoze je A konecnd, existuje koneéné formuli
0. Pm—1 tak, ze pro kazdé ¢ z p je D, nékteré D, i < m, tj. A = ¢ < ;. Specialné plati
Al (3z) Ao, i, diky A= A tedy A" |= (32) A, ., @i; bud a’ z A’ takové, ze A" |= A\, _,, pila'].
Ziejmé je a’ hledané, tj. (A, a) = (A',d').

2) Pro modely A, B uvazované teorie je A = B a protoze L je s rovnosti, tak |A| = |B|. Dle 1)
je tedy A= B. O

Definovatelné mnoziny.

2.3.4. Definovatelné mnoziny. Algebry Df" (X, A).
Bud A néjaka L-struktura. B
1. Bud ¢ v 7,7 a b € A®). Mnozina definovand z parametri b formuli ¢(%,7) v A je mnozina
p(T,9)(Ab) = {a € AP A plz_yla_bl}.
Znaci se téz
P(A@. 1) & p(AD).

Je-li 7 prazdné, je to mnozina definovand bez parametrd formuli p(T) v A. Znadi se ¢(T)(A),
o(A@) & jen p(A). Piipoustime 1(Z) = 0; pak je definovand mnozina ¢asti A° = {0}. Pro
nazornost muzeme psat vyse i (Z,7) ¢ ¢(T) misto pouhého .

2. Bud X C A an € N. Obor vSech podmnozin A™ definovatelnych L-formulemi tvaru ¢(7,7,)
z parametrt z X, kde I(Z) = n, tj. obor viech mnozin tvaru o(z,7,)(A,b) s (T) =nab e X'@,),
znacime
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Df"(X, A).

Snadno se zjisti, ze DI" (X, .A) je podalgebra poten¢ni algebry P(A™) mnozin. Specialné mame
Df°(X, A) = 2 (kdy# chapeme 0 jako (), 1 jako {0}, 2 jako {0,1} = {0, {0}}). Operace Df"(X, A)
jsou dany zfejmé takto:

— komplement do A™ negaci definujici formule,

— prunik resp. sjednoceni konjunkci resp. disjunkci definujicich formuli,

— 0 = p(@,7)(A,Db) resp. A" = o(T,7)(A,b), kde ¢ je sentence neplatné resp. platna v A.

2.3.5. Funkce Y, existenéniho a A7, univerzalniho ziZeni relace.
; ;

Pomoci prvé resp. druhé funkce miizeme sestrojit (3x;)p (%) (A1) resp. (Va;)o(Z)(A" 1) z mno-
Ziny ¢(Z)(A™), kde n = 1(Z). Bud ¢ < n € N. Pro (n — 1)-tici @ a prvek b bud @(i, b) n-tice, ktera
se ziskd z @ vsunutim b na misto i; specidlné je a(n —1,b) = a_b. Déle napt. (ag, a1, as,az){1,b) =
<a07 ba ap, az, a3>'
Bud Yﬁ’i resp. Af’i definovano pro kazdé X C A™ vztahem
YA(X)={ae A"} existuje b€ Asa(i,b) € X}, An (X)=A""1— v, (A" - X).

Specialné je Y7 1 (X) = dom(X).

TVRZENI 2.3.6. (Elementarni vlastnosti definovatelnych mnozin.) Necht A je L-struktura, ¢ je
L-formule v T,7, n = 1(T) a b € A'®. Pak:

1) Kdyz zddné T; nemd volny vyskyt ve ¢, tak (A" b) je 0, kdyz A W~ @[b], a A" jinak.

2) Je-li m permutace n-tice proménnych T, tak

o(nT,7) (A", b) = {7@; @ € p(T,7) (A", )} = 7[p(T,7) (A", b)].
3) Kdy? x; nemd volng viskyt ve p a D = ¢(7,9)(A",b) je neprdzdnd, tak {a;; a € D} = A.

4) (Fi)p(,7) (A1, 0) = Y7, (0(T,5) (A", D)),

(Vz:)p(@, 7) (A", b) = Api (0(Z, 7) (A", D).
5) A= (V2)e(@ P)b] & ¢(@7)(A",b) = A,
A= @r)e(, )] < (T, 7)(A",0) # 0

Diikaz. 1) Plyne to z faktu, ze ©(ZT,7)[a, b] nezavisi na a.

2) je jasné.

3) Platnost A |= ¢[a, b] totiz nezavisi na hodnoté @;.

4) Prvni tvrzeni plyne ihned z toho, Ze (ao,...,an_2) € (3z;)p(T,7)(A"1,b), pravé kdyz
existuje a’ € As A | o(z,7)[(ag, . ..,ai_1,d ,a;,...,a,_2),b]. Druhé plyne analogicky nebo jako
disledek vztahu 3 a V.

5) plyne snadno z definic. O

POZNAMKA 2.3.7. Kdyz A C B, nemusi byt ¢(A) = ¢(B) N A. Nechf napi. ¢(x) je formule
() (y-y =141). Pak p(R) =R, ¢(Q) = 0, kde R resp. Q je téleso redlnych resp. racionalnich
Cisel.

PRIKLADY 2.3.8. 1. Bud A = (N, S, <), kde S(n) = n + 1. Bud ¢ formule (3y)(Sy < ), z,y, 2

rtizné proménné. Ozna¢me D = N — {0,1}. Pak:
p@)(A) =D, ¢(z,y)(A) =D xN, @(y,2)(A) =NxD, ¢(zz,y)(A) =NxDxN.

2. Bud t(x,7) term jazyka okruht (4, —,-,0,1). Necht A je téleso redlnych nebo komplexnich
gisel, b € A®). Pak D = (t(x,7) = 0)(A,b) je mnozina viech feSeni rovnice t(x,b) = 0 v télese
A. Term t(x,b) se v A (pfesnéji v A4) rovna termu tvaru polynomu v jedné neurcité, tudiz D je
kone¢né nebo D = A.
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Homomorfizmy, vnoreni, izomorfizmy.

Homomorfizmus L-struktury A do L-struktury B je zobrazeni h : A — B, respektujici v té ¢i
oné mire relace a funkce struktur; mluvime pak o epimorfizmu, vnofeni, izomorfizmu atd. Homo-
morfizmy umoziiuji porovnavat struktury a na zakladé toho analyzovat obor modeli dané teorie co
do izomorfnosti, existence miniméalnich vnofitelnych modeld apod. Déle homomorfizmus dovoluje
konstruovat pomoci kongruence indukované na A piislusnou faktorstrukturu; toho vyuzijeme ke
konstrukci Booleovych algeber formuli.

2.3.9. Homomorfizmus, vnofeni. Izomorfizmus.

Budte A, B dvé L-struktury.

1. Funkce h : A — B je homomorfizmus A do B, piseme h : A — B, plati-li:

(h1) KdyZ P je n-arni rela¢ni symbol signatury L a @ € A", tak P4 (a) = P?(ha).

(h2) Kdy# F je n-arni funkéni symbol signatury L a @ € A", tak h(F4(a)) = FB(ha).
Specialné: je-li P nularni rela¢ni symbol, (h1) davd P4 C P® a je-li ¢ konstantni symbol, (h2)
dava h(c?) = cB.

Je-li v (hl) < misto =, fikdme, Ze h je striktni homomorfizmus A do B a pokud je navic
prosty, je to izomorfni vnorent, kratce vnoveni, A do B; je-li navic na B, je to izomorfizmus A a
B (via h) piSeme

A= B (via h).
Prosty (¢ili injektivnd) homomorfizmus se nazyva monomorfizmus. Homomorfizmus na je epimor-
fizmus.

Ziejmé je A C B, pravé kdyz identita na A je izomorfni vnofeni A do B. Déle pro struktury
A, B téze signatury je ziejmé zobrazeni h : A — B homomorfizmus [izomorfni vnofeni] A do B,
pravé kdyz je h homomorfizmus [izomorfizmus] .4 na podstrukturu B[ h[A].

Pro homomorfizmus h : A — B ozna¢me strukturu B[ h[4] jako

hlA]
a fikejme, Ze to je homomorfni obraz struktury A via h.

2. Automorfizmus A je izomorfizmus A a A; Aut(A) zna¢i mnozinu vSech automorfizmt struk-
tury A. Struktura A je strnuld, existuje-li na ni jediny automorfizmus (totiz Id4), ¢ili Aut(A) =
{Ida}. (Aut(A), ~1,-Id4) je grupa automorfizmii struktury A; znaci se Aut(A), struénéji jen
Aut(A).

PRIKLADY 2.3.10.
1. Necht R" znadi vektorovy prostor n-tic redlnych ¢isel nad télesem R realnych cisel.
a) Bud h : R? — R zobrazeni, kde h((a,b)) = b. Pak h je homomorfizmus R? na R*.
b) Bud h : R — R? zobrazeni, kde h(a) = (0,a). Pak h je izomorfni vnoreni R' do R? na
podstrukturu R?*[ ({0} x R).
¢) Bud h: R! = R?, kde h(a) = (1,a). Pak h neni homomorfizmus R* do R?.
2. a) Budi € X ah: P(I) — 2 zobrazeni, kde h(u) = 1 & i € uw pro v C X. Pak h je
homomorfizmus potenéni algebry P(X) na algebru 2.
b) Bud X nekone¢nd mnozina. Pak zobrazeni h : FA(X) — 2, kde h(u) = 1 < u je nekonecna,
je homomorfizmus algebry FA(X) na 2.
3. Je-li (Q, <) resp. (R, <) obvyklé usporadani raciondlnich resp. redlnych ¢isel, tak

Q<) =(Q—-{0},<), (R,<)2(R-{0},<).
4. a) Existuje jediny automorfizmus oboru integrity A = (Z,+, —,-,0,1) celych éisel.

b) Bud B = (Z, <) obvyklé uspoiadani celych ¢isel. Pak B ma pravé spocetné mnoho auto-
morfizmt. Zobrazeni h : Z — 7Z je totiz zfejmé automorfizmem B, pravé kdyz existuje n € Z tak,
ze h(i) =i+ n pro kazdé i € Z.

¢) Bud B = (Q, <) obvyklé uspofadani racionédlnich ¢isel. Pak B’ md pravé kontinuum
automorfizmi. (Pro X C Z bud hx : Q — Q identita na Z U J{[d,d+ 1]; d € X} ana (d,d+ 1)
neidenticky automorfizmus (d,d + 1) pro kazdé d € Z — X; hx je automorfizmus B’. Zfejmé
X #£Y CZ = hx # hy a podmnozin Z je kontinuum.)
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TVRZENI 2.3.11. (O homomorfizmu struktur.) Necht A, B jsou L-struktury. Zobrazenih : A — B
je homomorfizmus resp. striktni homomorfizmus A do B, prdvé kdyZ plati a) a b):

a) h(t[e]) = tP[he] pro kazdyj L-term t a ohodnoceni e € V¥A.
b) A= plel = B = glhe] resp. A= ple] < B |= plhe]

pro kazdou atomickou L-formuli ¢ a ohodnoceni e € V¥A.

Diikaz. Implikace =. a) Indukei na L-termech. Je-li ¢+ proménnd x, mame h(t4[e]) = h(e(z)) =
he(z) = tB[he]. Je-li t tvaru F(to,...,t,—1) s n-drnim funkénim symbolem F a termy to, ..., t,_1,
pro které to plati, tak
h(th(e]) = h(FA(t'[el, ., tn_ale])) = FE(h(tg[e]), -, h(tn_y[e]))
= FB(t8[he], ..., t2_|[he]) = tB[he].

n

Druhé rovnost plyne z toho, Ze h je homomorfizmus, tfeti z indukéniho predpokladu a ¢tvrta
z definice hodnoty termu. b) plyne ihned z a) a definic.

Implikace <. Vztah h(F4(ag,...,an_1)) = FB(h(ao),...,h(an_1)) pro n-arni funkéni symbol
F aag,...,a,—1 z A plyne volbou t(zo,...,x,—1) tvaru F(zg,...,2n—1) a e(x;) = a; proi < n
v a). Vztah R*(ag,...,a,_1) = RB(h(ap),...,h(an_1)) pro n-arni rela¢ni symbol R a prvky
ag,...,an—1 z A plyne volbou ¢(zg,...,2,—1) tvaru R(zg,...,Tn-1) a e(x;) = a; s i < n v b);
podobné pro R4 (ag, . .., a,_1) < RB(h(ag),. .., h(an_1)). O

TVRZENI 2.3.12. (O izomorfizmu struktur.) Necht A, B jsou L-struktury. Prosté zobrazeni h
mnoziny A na B je izomorfizmus A a B, pravé kdyZ plati a) a b):

a) h(t[e]) = tP[he] pro kazdyj L-term t a ohodnoceni e € V¥A.

b) A = ple] © B = ¢lhe] pro kazdou L-formuli ¢ a ohodnoceni e € V¥A.

Dasledek: izomorfni struktury jsou elementdrné ekvivalentni.

Diikaz. Implikace =. a) a b) s ¢ atomickou plyne z tvrzeni o homomorfizmu struktur. b) pro

libovolné ¢ plyne indukci na formulich. Indukéni krok pro —, — je patrny. Bud koneéné ¢ tvaru

(Vy)¥ a necht pro ¢ to plati. Pak

AEgle] & AR yle(y/a)] pro kazdé a € A & B Eylhe(y/h(a))] pro kazdé a € A
& B E¢[he(y/b)] pro kazdé b € B < B = (Vy)ylhel.

Druhy vztah < plyne diky indukénimu predpokladu, tfeti z toho, ze h je na B.
Implikace < plyne ihned z [2.3.11] a diky tomu, Ze h je prosté a na B. O

TVRZENT 2.3.13. (O automorfnim obrazu definovatelné mnoziny.) Bud X C A" definovatelnda
v A z parametri b a h bud automorfizmus A identicky na b. Pak je h[X] = X.

Diikaz. Pro X = p(A,b)jea € X & A ¢la, b & A = ¢lha, hb] & A = ¢lha,b)l < hac X. O

Pojem kategoric¢nosti.

2.3.14. Pojem kategori¢nosti. Izomorfni spektrum.
Teorie je k-kategorickd, ¢ili kategorickd v kardinalité x, ma-li az na izomorfizmus jediny model
kardinality . Pro teorii T definujeme jeji izomorfni spektrum I(x,T):
I(k,T) = pocet neizomorfnich modeli z M, (T).
Je-li T prazdnd L-teorie, misto I(k,T) piSeme I(k, L); je to pocet neizomorfnich modela jazyka
L, které maji kardinalitu . Definici I(k,T) lze formalnéji vyjadiit jako kardinalitu mmnoziny
M(k,T)/=, kde M(k,T')/= je mnoZina vSech tiid ekvivalence = na M(x,T).
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PRIKLADY 2.3.15. (V logice s rovnosti.)

L=(U), U je unarni rela¢ni symbol.

IM(k,L)] = 2"* pro £ >0

I(k,L) = k(<) prok>0
L=(R), R je binarni rela¢ni symbol.
IM(k,L)| = 2~ pro K > w

I(k,L) = 2% pro K > w
L={(¢;)ien, ¢; jsou konstantni symboly, 0 < n < w.
IM(k,L)| = k" pro K < w

K pPro K > w
I(k,L) = B(n) k>w

Poznamka. B(n) je n-té Bellovo &islo, udévajici pocet rozkladu n.

L={(¢;)ien, ¢; jsou konstantni symboly, 0 < n < w.

T ={c; #cj, i # j ai,j € n}; teorie n rznych konstant.

M(s,T)] = (H)n! pron<k<w
K pro Kk > w
I(k,T) = 1 pron <k

Poznédmka. (':L)n' je pocet prostych n-tic v k.

L=(<), < je binérni rela¢ni symbol.

T je teorie LO linedrniho usporadani (v L).

IM(k, T)] = &! pro Kk < w
2% pro Kk > w.
I(k,T) = 1 pro Kk < w
2K pPro K > w

L=(<), < je binarni rela¢ni symbol.

T je teorie DeLO hustého linedrniho uspofadani bez konci (v L).

I(k,T) = 1 pro K = w

2% pro Kk > w

Elementarni vnoreni, elementarni podstruktura. Modelova kompletnost.

2.3.16. Elementarni vnoreni a elementarni podstruktura.
Budte A, B dvé L-struktury.
1. Zobrazeni h : A — B se nazyva elementdrni vnoteni A do B, je-li prosté a pro kazdou
L-formuli () a @ € A'@ plati

AEvla < B glhal. (2.6)
2. A je elementdrni podstruktura B, je-li Id4 elementarni vnoreni A do B; piSeme
A< B.

To zfejmé plati, pravé kdyz A C B a A |= p[a] & B |= ¢la], jakmile ¢(T) je L-formule a a € A®).
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POZNAMKA 2.3.17. Snadno se zjisti, ze jsou-li A, B néjaké L-struktury, tak plati:
1. a) Kdyz existuje elementérni vnotreni A do B, tak A = B.
b) Elementérni vnofeni je izomorfni vnofeni. Izomorfizmus A a B je préavé elementarni
vnofeni A na B.
c) Zobrazeni h : A — B je elementarni vnofeni A do B < h je izomorfizmus struktury A
a né&jaké elementarni podstruktury struktury B.

2. a) Kdyz A; < Bsi=0,1a A9 C Ay, tak Ag < Aj.
b) Relace < je ¢asteéné usporadani na L-strukturdch.

PRIKLADY 2.3.18.

1. Bud A resp. B téleso racionalnich resp. redlnych &isel. Pak A C B, avsak A £ B, nebot
A # B diky tomu, Ze (3z)(x - x = 1+ 1) plati v B, nikoli vSak v A.

2. Bud B = (Z, <), kde < je obvyklé usporadani celych éisel, ) = A C Z, A = Bl A. Pak

A<Be A=TZ.

Diikaz. Staci dokézat, Ze kdyz je n&jaké b € Z — A, tak A £ B. To plati, nebot kdyz ag resp. a1 je
nejblizsi mensi resp. vétsi prvek k b, patfici A, tak v B plati ,existuje prvek ostfe mezi ag, a1, tj.
B = ¢lag, a1], kde ¢(x0, 21) je formule (y)(zo <y < z1 & xo # y # x1), aviak A [~ ¢lag, a1]. O

3. Bud B = (Q, <), kde < je obvyklé usporddani racionalnich &isel, § # A C Q, A = Bl A. Pak

A < B & A= DeLO.

Diikaz. a) M&-1i A néktery konec, jasné A # B, tim spiSe A A B. Pokud neplati axiom hustoty
v A, existuji dva prvky a < b z A, mezi kterymi neni prvek z A, je vSak néjaky prvek z B; tedy
A A B.b) Bud A | DeLO. Necht ¢(Z) je n&jaka L(B)-formule s 1(Z) = n, @ € A™; mame dokazat,
7e A | pla] & B E ¢la]. Diky pfedpokladim existuje jasné izomorfizmus h struktur A a B,
identicky na prvcich z a@; pak tedy A = ¢[a] & B = ¢[ha] a ha = a. O

TVRZENI 2.3.19. Budte A C B dvé L-struktury. Pak je ekvivalentni 1) a 2):
1) A<B.
2) (Tarski-Vaughttv test.) Pro kazdou L-formuli (%) a @ z A'®) plati:

B = (Jy)plal = existuje d € A tak, Ze B = pla(y/d)]. (2.7)

Diikaz. 1) = 2) je jasné. Dokézeme obrécenou implikaci. Indukei podle slozitosti p(T) dokazeme:
pro @ € A'® plati A |= ¢[a] & B |= ¢[a). Indukéni krok pro ¢ atomickou a logické spojky —, —
je jasny. Bud (%) tvaru (Vy)i(Z), pro 1 nechf dokazované plati, a necht @ € A'®), Staci dokazat
A = pla] = B E ¢[a], nebot opaéna implikace je jasna. Z A | (Vy)v[a] plyne uZitim indukéniho
predpokladu: B | ¢[a(y/d)] pro kazdé d € A. Odtud uzitim (ZT) (volime-li tamé&jsi ¢ jako —))
plyne B = (Vy)y[al, tj. B = ¢[al. O

VETA 2.3.20. (Léwenheim-Skolemova dolt.) Bud L jazyk s rovnosti, A nekonecnd L-struktura.
Pak pro kazdy kardindl k s |L| < k < |A| a kaZdou mnoZinu X C A velikosti nejvyse k existuje
elementdarni podstruktura B struktury A velikosti k takovd, Ze X C B.

Diikaz. Lze predpoklddat |X| = k. Ke kazdé formuli ¢(z,z1,...,2,) a posloupnosti ay,...,a,
v X vybereme a € A tak, ze A = (3z)plal,...,an] — ¢la,a1,...,a,]; necht X' je mnozina
vSech takovych a. Ziejmé X' O X a |X'| = k. Bud Xo = X' a X;;1 = X]; polozme B = |J, X;.
Pak |B| = k a B je uzavfeno na vSechny funkce struktury .4 (a speciilné obsahuje vSechny jeji
konstanty); bud B podstruktura A s univerzem B. UkaZzeme, ze B < A. Dle Tarski-Vaughtova testu
staci ukéazat, ze pro L-formuli o(x, 21, ...,2,) a n-tici by,...,b, v B plyne z A = (3x)¢[by,. .., by]
existence prvku b € B tak, ze A = ¢[b,b1,...,b,]. Jsou-li by,...,b, v X;, je hledany prvek diky
provedené konstrukci jisté v X;41 a tedy v B. O

2.3.21. Modelova kompletnost teorie.
Teorie T je modelové kompletni, jestlize po kazdé jeji dva modely A, B plati:

ACB = A=<B. (2.8)
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PRIKLADY 2.3.22. 1. Bud B = (Z,<), A = (Z — {1}, <) (kde < je obvyklé usporadani Z). Pak:
a) A= B (nebot A= B), AC B, ALB.
b) Teorie T = Th(A) je kompletni, neni v§ak modelové kompletni; o tom svédéi jeji modely A, B.

2. Teorie ACF algebraicky uzavienych téles neni kompletni, je vS8ak modelové kompletni.

Prvomodely.

2.3.23. Algebraicky prvomodel a prvomodel.
Model teorie T je jeji algebraicky prvomodel resp. prvomodel, 1ze-li jej vnorit resp. elementarné
vnotit do kazdého modelu teorie T

TVRZENI 2.3.24.
Ma-li teorie T [algebraicky] prvomodel A, pro [bezkvantifikdtorovou/L(T)-sentenci ¢ plati

TEee AREo.

Specidlné: Ma-li teorie prvomodel, je kompletni sémanticky.

Diikaz. Bud B = T. Pak A je aZ na izomorfizmus [podstruktura] elementarni podstruktura B,
tedy BE o< A= . O

TVRZENI 2.3.25. Necht teorie T je modelové kompletni a md algebraicky prvomodel. Pak je
kompletni sémanticky a jeji algebraicky prvomodel je jeji prvomodel.

Driikaz. Pro modely A teorie T a jeji algebraicky prvomodel B je, az na izomorfizmus, B podmodel
A, tedy diky modelové kompletnosti je B < A. Tudiz je B prvomodel teorie T' a dle 2324 je T
kompletni. O

TVRZENI 2.3.26. (w-kategorické kriterium kompletnosti sémanticky.) Necht T' je teorie ve spo-
cetném jazyce, kterd md jen nekonecné modely a je w-kategorickd. Pak md T prvomodel a je tedy
i kompletni sémanticky.

Diikaz. Bud A model T je nekoneény. Podle Léwenheim-Skolemovy véty dolt existuje spocetny
elementarni podmodel B modelu A. B je aZ na izomorfizmus jediny diky w-kategori¢nosti a je to
tedy prvomodel uvazované teorie. O

PRIKLADY 2.3.27. 1. Teorie DeL.O hustého linearniho uspofadani bez koncti je w-kategoricka
teorie ve spocetném jazyce a s jen nekonecénymi modely; tedy je kompletni sémanticky.

2. Teorie PE ¢isté rovnosti je w-kategoricka teorie ve spocetném jazyce, neni vSak kompletni
sémanticky.

3. Bud T teorie netrividlnich (tj. s axiomem (3z,y)(z # y)) vektorovych prostort nad nej-
vyse spocetnym télesem F. Pak je to w-kategorickd teorie ve spocetném jazyce. T je kompletni
sémanticky, pravé kdyz F' je nekonecné. Nebot jen pro F nekonecné ma T jen nekonecéné modely.

Jednoduché kompletni extenze.

Diilezitou charakteristikou dané teorie T je, jak vypadaji jeji modely az na elementarni ekvi-
valenci. Protoze A |= T predstavuje jakozto Th(A) jednoduchou kompletni extenzi T sémanticky,
jde o otazku, jak vypadaji takové extenze az na ekvivalenci teorii sémanticky.

UMLUVA. Frézi ,jednoducha kompletni extenze“ véetné mluvnickych tvartt budeme zapisovat
strucné jako
JKE.

JKE sémanticky pak znamena tento pojem v sémantické verzi.

Poznamenejme, ze plati nasledujici vyznamné tvrzeni: Je-li teorie T' v rekurzivnim jazyce a
néjaky seznam vsech jejich JKE je rekurzivni, je T' rozhodnuteln, tj. mnozina vSech teorému T
je rekurzivni.
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2.3.28. Komplet modela teorie a komplet teorie.
Bud T né&jaka L-teorie s modelem.

1. Komplet modeli teorie T je mnoZina K modelt teorie T takové, Ze pro kazdy model A =T
existuje v K pravé jeden model elementarné ekvivalentni s A.

2. Komplet teorie T je mnozina K néjakych JKE teorii T takova, ze kazda JKE teorie T je
ekvivalentni s pravé jednou teorii z K.
Nahradime-li kazdy pojem v uvedené definici jeho sémantickou verzi, ziskame definici kom-
pletu T' sémanticky.

Symbol Kn(T') necht znaci pocet neekvivalentnich JKE teorie T sémanticky.
Ztejmé plati:
e Je-li K komplet modela 7', tak {Th(A); A € K} je komplet teorie T a |K| = |K| = Kn(T).
e Je-li K komplet teorie T a K = {Ag; S € K}, kde Ag E S, tak K je komplet modelt teorie T'.
Poznamenejme, ze Kn(T) je pocet ultrafiltrii v Lindenbaumové algebte BOT.

PRIKLADY.

1. {{(n); 0 < n € N} U{(N)} je komplet modeli teorie PE ¢isté rovnosti. ((N) = (A) pro A
nekoneénou plyne napi. uzitim Tarski-Vaughtova testu.)

2. Kn(DeLO*) = 4.

{DeLO, DeLO~, DeLO", DeLO*} je komplet teorie DeLO* sémanticky. (DeLO je ve spocet-
ném jazyce, w-kategorickd a ma jen nekonecné modely, tedy dle w-kategorického kriteria komplet-
nosti je DeLLO kompletni sémanticky. Podobné pro dalsi tfi teorie.)

{(0,1)q, [0,1)q, (0,1]g,[0,1]g} (intervaly racionalnich ¢isel) je komplet modeld teorie DeLO*.

Eliminace.

Problematika eliminace se zabyva v podstaté otazkou, zda pro danou teorii 7' a mnozinu @ jejich
formuli plati, Ze ke kazdé L(T")-formuli ¢ existuje p* € ®sT + ¢ +> ¢*. Je-li ® mnozina otevienych
¢ili bezkvantifikatorovych formuli, mluvime o eliminaci kvantifikdtort teorie T'. Sémantickou verzi
problematiky ziskdme nahrazenim F symbolem . Dusledkem eliminace kvantifikdtori teorie T
je, ze definovatelné mnoziny v modelech teorie 7" jsou deskriptivné jednoduché, totiz definovatelné
otevienymi formulemi.

Eliminaci kvantifikdtor méa nap¥. teorie DeL O hustého linedrniho uspoiddani bez koncu a také
teorie ACF algebraicky uzavienych téles; prva teorie je kompletni, druha nikoli. Naopak eliminaci
kvantifikatortt nemé teorie DiLO diskrétniho linearniho usporadani, ani teorie PE ¢isté rovnosti.

2.3.29. Elimina¢ni mnozina formuli. Eliminace kvantifikatoru.

1. Nejmensi mnozina formuli obsahujici danou mnozinu I' formuli a uzaviena na —, &, V se
znadi b(T'); jeji prvky se nazyvaji booleovské kombinace formuli z I'. Snadno se dokaze, ze kazda
oteviena formule je ekvivalentni sémanticky booleovské kombinaci atomickych formuli.

2. Bud T’ mnozina L-formuli a T teorie v L. Mnozina I je eliminacéni pro teorii T [sémanticky],
jestlize ke kazdé L-formuli ¢(Z) s 1(Z) > 0 existuje booleovska kombinace (%) formuli z I" tak, ze

THeE) <) [TE @) < (@)
Je-li ' mnozina vSech atomickych formuli, fikdme, ze T md eliminaci kvantifikatori [sémanticky].

POZNAMKA 2.3.30. Je-li I' elimina¢ni sémanticky pro L-teorii T a ¢ je L-sentence, existuje
booleovskd kombinace 1(zg) formuli z I' tak, ze T | ¢ ¢ ¥(zg). Tedy i T = ¢ <> (Qxo)1(xo)
plati, kde @ je V nebo 3. KdyZ navic L obsahuje konstantni symbol ¢ a 1(x/c) € T jakmile ¢ € T,
tak T = ¢ <> ¢¥(xo/c) a posledni formule je sentence z b(T).
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TVRZENI 2.3.31. (Lemma o eliminaci kvantifikatorti.)

1) Teorie T md eliminaci kvantifikdtori sémanticky, prdvé kdyz pro kaZdou otevienou L(T)-
formuli x(Z,y) s (T) > 0 existuje oteviend formule ¥(T) tak, Ze

T = Cyx(@,y) < (7). (2.9)

2) Mad-li teorie T eliminaci kvantifikdtori sémanticky, je modelové kompletni.

Diikaz. 1) = je jasna. Dokazme opacnou: Pro kazdou L(T')-formuli p(T) s 1(Z) > 0 existuje oteviend
Y(T) tak, ze T | ¢ <> ¥. Postupujeme indukei podle slozitosti ¢. Je-li oteviend, tvrzeni plati.
Plati-li pro ¢; s 4 < 2, plati jasné€ i pro ¢ tvaru —pg nebo tvaru ¢pg — ¢1. Je-li konecné ¢ tvaru
(Vy)po(Z,y) a T = @o + x(T,y) s x otevienou, existuje (T) oteviend s T = ¢ + —(Jy)—x dle
@3). Déle T = —(Jy)—x < (Vy)x < (Vy)po; druhd <> plyne z tvrzeni o distribuci kvantifikdtort
sémanticky. Tedy nakonec T = ¢ <> .

2) Pro dva modely A, B teorie T's A C B ma platit: Je-li o(F) néjaka L(T)-formule aa € A'®),
tak A = pla] & B = pla). Dokazovana ekvivalence plati diky A C B pro kazdou otevienou L(T')-
formuli ¢ a diky eliminaci kvantifikdtori pro kazdou L(T')-formuli ¢. O

PRIKLAD. Teorie téles charakteristiky 0 neni modelové kompletni a nema tedy eliminaci kvanti-
fikdtorti, nebot téleso Q neni elementarni podstruktura télesa R (protoze Q # R).

Déle smérujeme k prezentaci ekvivalentni podminky a postacujici podminky pro eliminaci
kvantifikdtor; budeme je formulovat pomoci pojmu koexistence a f-homogenity teorie.

2.3.32. Parcialni vnoreni. f-homogenni teorie.
1. Pro L-struktury A, B je parcidlni vnoteni A do B prosté zobrazeni f C A x B takové, ze pro
kazdou atomickou (ekvivalentné otevienou) L-formuli ¢(7) a @ € dom(f)'® plati

A= ¢(@)[a] < B |= o(z)[fa].
Rikdme dale, ze je lze bezprostiedné prodlouzit, kdyz pro kazdé a € A existuje b € B tak, Ze
fU{{a,b)} je parcidlni vnoteni .4 do B.

2. Teorie T je f-homogenni, 1ze-li kazdé neprazdné konec¢né parcialni vnotfeni mezi dvéma modely
teorie T" bezprostiedné prodlouzit.

POZNAMKA 2.3.33. Budte A, B dvé L-struktury. Snadno se zjisti, Ze plati:
1. Bud h parcidlni vnofeni A do B.
a) h~! je parcidlni vnofeni B do A.
b) V A a B plati pravé tytéz atomické (ekvivalentné oteviené) L-sentence.
c¢) Je-li dom(h) = A, je h izomorfni vnofeni .4 do B.
2. Zobrazeni () je parcialni vnoteni A do B, pravé kdyz v A a B plati tytéz atomické L-sentence.

2.3.34. 1-primitivni a l-existenéni formule. Koexistenéni teorie.
L. Elementdrni konjunkce je formule tvaru A,_ xi, kde x; jsou atomické nebo negace atomic-
kych formuli.

2. Je-li formule ¢ tvaru (Jy)y, kde x je elementérni konjunkce resp. bezkvantifikitorova for-
mule, fikdme, Ze ¢ je 1-primitivni resp. 1-existencni formule.
Vezmeme-li § misto jednotice y, fikame, zZe ¢ je primitivni resp. existencni formule.
3. Teorie T je [1-]koexistencni, kdyZ pro A = T, B |= T, neprazdné koneéné parciilni vnoteni
f modelu A do B a kazdou [1-]primitivni formuli p(Z) s 1(Z) > 0 a @ € dom(f)'@ je
A ola] & B = o[fal. (2.10)
V definici miZzeme ekvivalentné misto [1-]primitivnich formuli vzit [1-]existencni, nebot ¥ (Z,y)

oteviend je logicky ekvivalentni formuli \/,_, v:(Z,y), kde 9;(Z,y) jsou elementarni konjunkce.
Dale 1ze ekvivalentné v ([Z.I0) vzit = misto <, nebof f~! je parcidlni vnofeni B do A.
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POZNAMKA 2.3.35. Elementarni konjunkci 1(%,y) lze chapat jako ,soustavu elementarnich
vztahtt“, kde elementarnim vztahem je né&jaky literdl x (T, y); y 1ze pak chapat jako FeSeni uvedené
soustavy s parametry Z. Je-li o(Z) formule (Jy)1, vztah (ZI0) vyjadiuje ,ekvifesitelnost v .4 a B
soustav ¢ (a,y) a ¥(fa,y) pro nezndmou y, pokud je f neprizdné konecné parcidlni vnotreni A do
B aa e dom(f)® .«

VETA 2.3.36. Bud' T teorie v jazyce s rovnosti.

1) (Eliminaéni ekvivalent.) Plati:
T md eliminaci kvantifikdtori sémanticky < T je koexistencni < T je 1-koexistencni.

2) (Eliminaé¢ni kriterium.) KdyZ T je f-homogenni, ma eliminaci kvantifikdtori sémanticky.

Diikaz. 1) M&-li T eliminaci kvantifikdtorit sémanticky, plyne tvrzeni bezprostiedné z definic.
Dtikaz opacné implikace neuvddime, neni vSak prili§ obtizny. 2) T je zfejmé 1l-koexistencni a
tvrzeni plyne z 1). O

POZNAMKA 2.3.37. Nize uvedené piiklady ukazuji mj. toto:
— Predpoklad o neprazdnosti parciadlniho vnoteni v definici koexistence nelze vynechat.
— f-homogenita je silnéjsi, nez 1-koexistence; to ukazuje teorie SCy.
— Eliminace kvantifikatorti neimplikuje otevienou axiomatizovatelnost; to ukazuje teorie SCy.

PRIKLAD 2.3.38. Bud L = (U) jazyk s rovnosti, pfi¢emz U je unarni rela¢ni symbol. Budte

A= (1,1), B=(1,0) dvé L-struktury (U4 = A=1= {0}, U =0).

a) Zobrazeni h = () je parcidlni vnofeni A do B, nebot neexistuje atomickd L-sentence. Avsak h
nelze bezprostfedné rozsiFit do (parcidlniho) vnofeni A do B.

b) Prazdnad L-teorie neni f-homogenni, nebot f = {(0,0)} je parcidlni vnofeni (2,2) do (1,1).

¢) Necht T je L-teorie s jedinym axiomem ,existuje pravé jeden prvek*; A, B jsou modely T'. Pak
T mé eliminaci kvantifikdtort sémanticky, nebot je evidentns f-homogenni. Déle je () parcialni
vnofeni A do B, A = (Jug)U(vg), B = (Jug)U(vg). Predpoklad o neprézdnosti parcidlniho
vnoreni v definici koexistence tedy nelze vynechat.

PRIKLADY 2.3.39.

1. Teorie SC naslednika neni modelové kompletni, tedy nemé eliminaci kvantifikdtor. Ne-
bot A = (N,S) je model SC, podstruktura Al (N — {0}) je model SC, neni to v8ak elementarni
podstruktura A.

2. a) Teorie SCy néslednika s nulou mé eliminaci kvantifikdtort, nebot je 1-koexisten¢ni. Bud
totiz f neprdzdné konecné parcidlni vnotfeni modelu A = SCy do B = SCp; mizeme pied-
pokladat, ze 04 € dom(f). Necht ag,...,a,_1 je prosté oéislovani dom(f), x (2o, .., Tn_1,¥)
je elementarni konjunkce a A = xlag,...,an—1,0a] s jistym a € A; hleddme b tak, aby platilo
B E x[f(ao), .., f(an—1),b]. Konjunkty konjunkce x jsou bez Gjmy na obecnosti tvaru S"z; =y
¢ S™y = x; a jejich negace. Uvedené rovnosti piSme zkracené jednotné jako S"z; = y s n celym.
Kdyz a = (S4)"a; pro néjaké n celé, bud b = (SP)" f(a;); pak ma jasné b pozadovanou vlast-
nost. Jinak ma b byt réizné od koneéné prvki tvaru (SZ)" f(a;); protoze je B nekoneéné, takové b
existuje.

b) Pro A = SCy je (N,S,0) izomorfni s Al Ag, kde Ay = {S™)0; n € N}. Tedy (N, S,0) je
algebraicky prvomodel SCy a z modelové kompletnosti SCy plyne, ze SCy je kompletni sémanticky.

¢) SCy neni f-homogenni. Nebot zobrazeni f : J; — Jo takové, ze f((0,0)) = (0,0), je
parcidlni vnoreni J, (0) do J,(0). Nelze je bezprostfedné rozsfiit do (1,0) (€ J1).

Ptitom J je struktura (J,,Sy), kde J, = ({0} x N)UU,_;<,,({i} X Z) pro n € N, S,,({i,a)) =
(i,a+1),J (0) je expanze struktury J o konstantu (0,0).

d) Teorie SCy neni oteviené axiomatizovatelnd sémanticky, nebof podstruktura modelu
(N, S,0) (= SCp) s univerzem N — {1} neni model SCy. (S je pri¢itani jednicky.)
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3. Teorie DeLLO je f-homogenni a tedy ma eliminaci kvantifikatora. Dusledkem je napi., Ze pro
A = DeLO je velikost algebry Df?((), A) pravé 8, nebot jde o podalgebru potencni algebry P(A2),
generovanou podmnozinami A%, definovanymi v A atomickymi formulemi vy = v1,v9 < v;.

2.3.40. V nasledujici tabulce symbol N* v kolonce w-kateg. znaci, Ze teorie neni w-kategoricka, je
vsak kompletni. VSechny uvedené teorie jsou s rovnosti.

Teorie H w-kateg. | f-homog. | Koexist. ‘ Prvomodel ‘

DeLO* N N N Nema. Ma 4
alg. prvomod.

DeLO™ A N N (QU{+x}, <)

DeLOc N* N A (Q, <, n)nen

DiLO N* N N (z,<)

DIiLO° N* N A (Z,<)°

Pr N* N N (N,S,+,0)

SC N* N N (N,S)

SCy N* N A (N, S,0)

CEk(),2<keN N A A Nem4

Tabulka 2.2: Eliminace kvantifikdtort (koexistence) a dalsi
charakteristiky nékterych teorii s rovnosti.

Z tabulky je napf. vidét, ze f-homogenita nesplyva s koexistenci a ze z f-homogenity neplyne
w-kategori¢nost.

Charakteristiky teorie.

Charakteristiky néjaké teorie jsou: kompletnost, JKE (pocet Kn, forma JKE), izomorfni spek-
trum, w-kategori¢nost, kone¢na axiomatizovatelnost, oteviend axiomatizovatelnost, modelova kom-
pletnost, existence algebraickych prvomodelt a prvomodeli, eliminace kvantifikatort, f~-homogenita.

2.3.41. Charakteristiky teorie VS(F, co) nekoneénych vektorovych prostort nad télesem F'.

Ozna¢me VS(F, o) strucné 7.

e Izomorfni spektrum a algebraické prvomodely.

Uzijeme téchto znamych vlastnosti vektorovych prostort: vektorovy prostor ma béazi a kazdé
dvé baze maji tutéz velikost. Dva vektorové prostory nad tymz télesem jsou izomorfni, pravé kdyz
jejich baze maji tutéz velikost.

Necht A je nekoneény model T velikosti k; je pak dim(.A) > 1.

Bud |F| < w. Pak £ = dim(A). (2.11)

<k kdyz k= |F]|,

(2.12)
=k kdyz k > |F|.

Bud |F| > w. Pak k > |F| a tedy dim(A) {

Z 2100, 212) plyne, pficemz (<) znac¢i pocet velikosti (kardinalnich ¢éisel) nejvyse rovnych x:

’ |F| ‘ I(k,T) ‘ w-kategori¢nost ‘ Alg. prvomodel A =T ‘
<w |1, kdyz k > w A dim(A) = w
>w |0, kdyz w < k < |F| N dim(A) =1
K<), kdyi r = |F]
1, kdyz x > |F|.

VS(F, 00) je pro |F| < w kompletn{ sémanticky. Plyne to z w-kategorického kriteria kompletnosti
sémanticky, nebot jde o w-kategorickou teorii ve spodetném jazyce a s jen nekoneénymi modely.
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e Konecna a oteviend axiomatizovatelnost sémanticky.

Teorie T neni koneéné axiomatizovatelnd sémanticky. Kdyz |F| < w, nestadi vzit kone¢né
axioml ze schematu ,existuje nekoneéné prvki“, protoze VS(F) mé model velikosti |F|™ pro
kazdé n € N. Kdyz |F| > w, nesta¢i zfejmé vzit kone¢né rovnosti z nekoneéného vyctu axiomu
vektorovych prostort nad F', plus koneéné axiomu ze schematu ,existuje nekoneéné prvka“.

Teorie T neni oteviené axiomatizovatelnd sémanticky, protoze kazdy jeji model mé podstruk-
turu s univerzem {0}, coz neni model 7.

e Eliminace kvantifikdtori sémanticky a f-homogenita.

Teorie T' mé eliminaci kvantifikitorti sémanticky. Dokdzeme totiz, Ze je 1-koexistenéni. Budte
A, B modely T a f neprazdné koneéné parcidlni vnoteni A do B. Necht (Jy)x(xo,. .., Zn-1,Yy) je
1-primitivni formule, kde x je elementarni konjunkce bez jmy na obecnosti tvaru

Nij<m 2icnTii%i + 15505 0
stz F,r; #0 a¢; bud = nebo #. Necht A = xlao,-..,an—1,d] pro néjaké ag,...,an_1

z dom(f) a d € A; hledame d' € B s B = x[f(ao),---, f(an_1),d']. Je-li d = —%j > ien Tl
pro né&jaké j < m, bud d’ = ,%j Y ienTiif(a;). Jinak za d’ vyberme néjaky prvek z nekonecné
mnoziny A’ C B prvkl rizny od vSech prvka tvaru —%j YienTiif(a;) s j < m. Pak ma d’
pozadované vlastnosti.

Teorie T je f-homogenni, pravé kdyz F' je kone¢né. Budte totiz A, B modely T'. Je-li F konec¢né,
maji A, B nekoneénou dimenzi a tedy lze kazdé neprizdné konecéné parcidlni vnoteni A do B
bezprostfedné prodlouzit. Je-li F' nekoneéné, necht A mé dva generatory ag, a1 a BB jen jeden by.
Zobrazeni f = {{ao, bo)} nelze prodlouzit do a;.

e Modelova kompletnost, kompletnost sémanticky, prvomodel.

Teorie T je modelové kompletni, nebof mé eliminaci kvantifikatort.

Teorie T je kompletni sémanticky, nebot je modelové kompletni a m4 algebraicky prvomodel;

ten je pak prvomodelem T

Kon. ax. | Ot. ax. | Kompl. | Model. kompl. | Prvom. | elim. kv.| f-homog.
N N A A A A As|Fl<w

Tabulka 2.3: Charakteristiky teorie VS(F, 00).
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2.3.42. V nésledujici tabulce jsou uvedeny nékteré charakteristiky nékolika teorii (s rovnosti).

- ©
S - ~d o =
8 < L %s e | 28
PR ] 2 VEISE|EE 23
= | E < S 58| 25|58
o MO x " % S % E =)
3] M = g = 4 O3 | M3 ~
DeLO A 1 L pro x =, A N A A
2% pro k > w
4
DeLO* | N DeLO*, DeLO, 4 pro k= w, N | N | A | N
DeLO*, DeLO 27 pro s > w
DeLO* || A 1 1 pro x =, A | N | A | N
2% pro k > w
SCo A 1 W Pro k& =, N N N A
1prok >w
scC A 1 @ prom =, N N N N
1prok >w
w
PE N PE(n) s 0 < n < w, PE(0) 1prox >0 A A A N
B(k)
CEx(c0) Extenze o:
>
2<k<w | N[ fa=lAes g el@my, | PWposze | NN N A
E' je ekvivalence na k.
VS(F, ) k(<) pro k = |F|
|F| > w A 1 1 pro k> |F|. N N N A
w
1 pro k = km
m Extenze o: ]
UFO N Lexistuje pravé km prvkia® sO<k<w A A A N
O<m<w 1 pro k > w,
s0<k<w
e T o 0 jinak.
sexistuje nekone¢né prvka“.
Opro0 <k <w
w
Q N 2 2% pro Kk > w. N N A N
w Opro0 <k <w
P N 2 9 pro ki > w. N N N N

Tabulka 2.4: Charakteristiky nékterych teorii (s rovnosti). Symbol k(<) znadi pocet
velikost{ nejvyse rovnych k, B(k) pak k-té Bellovo ¢islo (= pocet rozkladi k).

2.4 Faktorstruktury. Algebry formuli.

Kongruence pro L-strukturu A je ekvivalence ~ na A, respektujici relace a funkce struktury .A:
platnost relace resp. hodnota funkce v danych argumentech @ a jim blizkych argumentech @’ (t;j.
s @; ~ a; pro i < l(a)) je tdz. Pak lze na faktorech a/~ s a € A definovat korektné pomoci
reprezentanti operace a funkce na A/~ a ziskat tak L-strukturu, znacenou A/~ a nazyvanou
faktorstruktura A dle ~. V logice jsou pro danou L-teorii T' s modelem dilezité faktorstruktury
Fm; /~r struktury L-formuli dle ekvivalence ~r, kde ¢ =1 ¢ & T |= ¢ + 1; takova faktor-
struktura je Booleova algebra a nazyva se Lindenbaumova algebra teorie T'.

Kongruence. Faktorstruktura.

2.4.1. Kongruence. Faktorstruktura.

Bui’ ~ ekvivalence na A # 0, n € N. Relaci ~[" definujeme na A™ ,po slozkach®, tj. tak, ze
proa,a’ z A" jea ~ el & @; ~ d’; pro kazdé i < n. Misto ~[™ mtizeme struéné psat jen ~. Déle

a/~ znafl (Go/~,...,0pn_1/~). (2.13)
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Tudiz a/~ € (A/~)". Pf¥ipomeiime, 7e ¢asto ztotoziiujeme A s A

1. Ekvivalence ~ je kongruence pro relaci R C A", kdy# pro kazdé @,a’ z A" plati: a ~™ o/ =
R(@) < R(d’). Faktorrelace R™ relace R dle ~ je pak definovédna korektné pomoci reprezentanti
jako {a/~; R(@)}; je R~ C (A/~)".

2. Ekvivalence ~ je kongruence pro funkci F : A" — A, kdyz pro kazdé a,a’ z A™ plati:
a ~M o = F(a) ~ F(d'). Faktorfunkce F~ funkce F dle ~ je pak definovana korektné pomoct
reprezentantd jako {(a/~, F(a)/~); a € A"}; je F~ : (A/~)" — A/~.

Specidlné je kazda ekvivalence ~ kongruence pro nularni relaci ¢i funkci. Dale pro funkci
F = {{(0,c)} ¢ili konstantu ¢ zapisujeme F~ prirozend jako c¢/~.

3. Ekvivalence ~ je kongruence pro strukturu A, kdyz to je kongruence pro kazdou jeji relaci a
funkci. Faktorstruktura struktury A podle kongruence ~ (pro A) je struktura s univerzem A/~ a
relacemi a funkcemi, které jsou praveé faktorrelacemi a faktorfunkcemi (véetné nuldrnich) struktury
A; znacime ji A/~. Zobrazeni 7 : A — A/~ takové, ze w(a) = a/~, je faktorprojekce A na A/~.

TVRZENT 2.4.2. (O kongruencich a homomorfizmech.)
1) Bud ~ kongruence pro A. Pak faktorprojekce m: A — A/~ je strikini homomorfizmus na.
Ddsledek. Jsou-li t(T), s(T) termy, pro I(T)-tici @ z A plati:
a) th[a]/~ = tY~[a/~] a tedy t[a] ~ s[a) & A/~ = (t = s)[a/~].
b) A= ¢la] & A/~ |= pla/~], je-li o(T) atomickd, neobsahugici rovnost.
Specidlné: Atomickd formule platici v A, plati v A/~.

2) Bud h: A — B striktni homomorfizmus a ~ ekvivalence na A indukovand h, tj. definovand
vztahem a ~ o' < h(a) = h(a'). Pak je ~ kongruence pro A a A/~ je izomorfné vnofeno
do B via g(a/~) = h(a) a tedy g je izomorfizmus A/~ a h[A].
Diisledek: Ekvivalence ~ na A je kongruence pro A, prdvé kdyz je ~ indukovana néjakym

striktnim homomorfizmem A (na néjakou strukturu).

Diikaz. 1) Z definic ihned plyne, ze 7 je striktn{ homomorfizmus. Odtud podle Z3 Tl plyne a), b).
2) Je zfejmé, ze ~ je kongruence pro A a g je homomorfizmus A do B. Déle je g prosté, nebot
a/~ # o'/~ implikuje a # a' a tedy h(a) # h(a’). Navic uzitim 1) b) a striktnosti pro rela¢ni
symbol R rizny od = a @ z A méme R™(a/~) < R*A(@) & RP(ha) < RP(g(a/~)). Disledek
plyne z pravé dokdzaného a 1). O

Lindenbaumovy algebry teorie.

2.4.3. Kongruence teorie 7', T-ekvivalence sémanticky.
Necht L-teorie T'ma model. Kongruence teorie T je ekvivalence ~r na Fm; definovand vztahem

oy & TE @< (2.14)
Kdyz ¢ =~ ¢, fikdme, ze ¢ je T-ekvivalentni sémanticky s 1. Je-li T' prazdna teorie, vynechame
T- a misto ~p piSeme ~p nebo jen ==.
Ztejmeé plati: Je-li p < 1 tautologie, tak ¢ ~7 .

TVRZENI 2.4.4. Necht L-teorie T md model. Pak

1) =r je kongruence pro strukturu Fm, .
2) Fm; /~7 je Booleova algebra.

3) Bud ® C Fm; mnoZina uzaviend na —,V, &, L, T, tj. ® je univerzum struktury ® = Fm, | .
Oznaéme B podalgebru Fm; /~1 s univerzem B = {@/~r; ¢ € ®}. Pak plati:

a) 1P ={peFm; Ty}, 0°={peFm; Tk}

b) ¢/~p <P Y/mr & T o — 1, jakmile ¢, jsou z .

¢) BudT' jednoduchd extenze teorie T sémanticky, kterd md model. Pak
F={¢/~p;T E¢ aypec ®} je filirvB.
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Diikaz. 1) plyne z

2) Ozna¢me Fm; /~7 jako (B,—',V/ /A, L/, T'). Komutativita V' znamen4, Ze pro L-formule
o, Y plati p/~p V' )/~p = /~p V' @/=r. To ale pravé znamend, Ze plati T |= ¢ V ¢ > ¥ V .
Posledni ekvivalence je tautologie, tedy plati v T'. Platnost ostatnich axiomt Booleovych algeber
tvaru rovnosti termu plyne zcela stejné. Koneéné L' # T’ plyne z T' = —(L «» T) diky existenci
modelu teorie T'.

3) a), b) plynou bezprostfedné z definic. ¢) Diky existenci modelu teorie 77 je 1 /~r ¢ F.
Zbyvé ukazat uzavienost F' na prisek a ,byt vétsi“ v algebfe B. Budte dale ¢, ) z @, p/~r € F.
Kdyz ¢/~7 € F, tak p/~p AB )/~ = (¢ & ) /~p. Mame T' |= o, T' = 9, tedy T' |= ¢ & 1);
tedy (p & ¥)/~r € F. Kdyz p/~p <P /~p, tak T |= ¢ — 1) dle b), tim spise T' = ¢ — ).
Protoze T" |= ¢, tak T" |= ¢ a konecné tedy o/~ € F. O

2.4.5. Lindenbaumovy algebry. Algebry vyroku.

Necht L-teorie T' mé model. Bud ® C Fm;, univerzum struktury ® = Fm, [ ®.

1. Algebra B z[Z.44 3) se znac¢i BET.

2. Kdyz ® je Fm; resp. Fm} s n € N, piSeme jen BT resp. B"T a tikdme, Ze to je Lin-
denbaumouva algebra teorie T resp. n-td Lindenbaumouva algebra teorie T'. Je-1i T prazdna L-teorie,
pisSeme BL resp. B" L. Ziejmé plati:

BT CBTC..-CB"T CB"T C... CBT.

3. Bud T vyrokova teorie nad P s modelem. Algebra viyjroki teorie T je algebra B®T, kde ®

jsou bezkvantifikdtorové LF-formule (&ili vyroky nad P); znaéi se

AV(T), struénéji AV(T);
je-li T prazdné, piSeme jen AV (P) ¢i AV(P), nebo jen AV ¢&i AV.

TVRZENI 2.4.6. (O Lindenbaumovjch algebrach a algebrach definovatelnjch mnozin.) Bud T
teorie s modelem A, n € N. Pak zobrazeni h : B*T — Df"(0,.A), dané vztahem h(p/~71) = p(A™)
pro ¢ z Fm7, je homomorfizmus algebry B"T na algebru DI (0, A).

Je-li T kompletni sémanticky, je zobrazeni h izomorfizmus uvedengch algeber.

Diikaz. Je patrné, Ze h je homomorfizmus a na. Necht jsou kazdé dva modely teorie T elementarnd
ekvivalentni; dokdzeme, Ze h je prosté. Budte p,¢ € Fm7, ¢/~r # ¢/~p. Tudiz T £ ¢ < 1,

tudiz v néjakém a tedy v kazdém modelu teorie T plati (Jug,...,v,—1)"(¢ <> ¥); specidlné pro
néjaké @ € A" je A |= =(p + ¥)[a]. Pak oviem @ je v symetrickém rozdilu mnozin p(A"™), ¥ (A™)
a tedy h(p/~r7) # h(/~r). °

2.4.7. Booleovské tpravy formuli.

Necht T je L-teorie s modelem. V Booleové algebie BT plati fada ,booleovskych* pravidel
tvaru rovnosti termi, jako napt. komutativita, asociativita, distributivita booleovskych operaci, de
Morganovy vztahy atd.; mluvime pak korelativné o komutativité, asociativité atd. odpovidajicich
spojek. Zminéné rovnosti napsané pomoci reprezentantu faktorti z BT maji tvar ekvivalence dvou
formuli, pravdivé v T'. TudiZz ,booleovskd“ pravidla dovoluji nalézat k dané formuli formuli s ni
ekvivalentni v T'.

PRIKLAD.

a) (p =) &—p= (cp V) & —pr—pV(op &) = —p.

1. vztah = plati, nebot ekvivalence formuli pfed a za nim je tautologie. (Jiny argument: —p V 1)
je =@ — 1 dle definice zkratky V. Protoze = ——¢ < ¢, plyne pravdivost dokazované ekviva-
lence z tvrzeni o ekvivalenci sémanticky.) 2. vztah & plyne uZitim distributivity, idempotence a
komutativity &, 3. uzitim booleovské identity a V (a A b) = a (nebo argumentaci tautologi).

b) Necht L = (<,0) je jazyk s rovnosti, pfiemz < je bindrni rela¢ni a 0 konstantni symbol.
Necht T' = {(Vx)—~(0 < x)} je L-teorie a x L-formule je ((3z)(0 < z) — ¢) & (Vz)—(0 < x). Méme
zjistit, zda T = x.

Oznacme (3z)(0 < z) jako ¢. Pak —¢ ~ (V2)—-(0 < z). Tedy mame x =~ (¢ — ¢) & ¢ = —p
uzitim tvrzeni o ekvivalenci sémanticky a a). Tudiz T' = x.
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2.4.8. Vyznam a uziti Lindenbaumovych algeber.

Lindenbaumovy algebry zachycuji zakladni ,booleovskou“ strukturu uvazované L-teorie T,
pokud ma T model. Plati napt. nasledujici:

e Lze provadét T-ekvivalentni ,,booleovské* tpravy formuli, tj. az na T-ekvivalenci uZivat aso-
ciativitu, komutativitu a distributivitu disjunkce a konjunkce, deMorganova pravidla atd.
Vztah ¢ je (sémanticky) silnéjsi nez ¢ v T“, tj. T | ¢ — 1, odpovidd uspofadéni v BT.

e . Mnozina pravdivych formuli teorie T je filtr v algebie BL“. Piesnéji:

Tru(T, L) = {p/~r; T = ¢} je filtr v BL. Tudiz BT =2 BL/Tru(7, L). Podobné pro B"T.

— Ultrafiltr v BL rozsifujici Tru (7, L) piedstavuje (formulemi z jeho faktorti) jednoduchou
kompletni extenzi teorie T'.
— Ultrafiltr v BT pfedstavuje pravé jednu jednoduchou kompletni extenzi teorie 7.
— T je kompletni < BT = 2.
— Je-li L s rovnosti, tak
BT = 2 & T je kompletni sémanticky a kazdy model teorie T je 1-prvkovy.
e Kyvalita Lindenbaumovych algeber charakterizuje fadu vlastnosti teorii v jazyce L s rovnosti.
Napf¥. pro L-teorii T' s modelem plati:
— /=7 je atom v BT = T, ¢ je kompletni teorie. Opa¢nd implikace neplati.
— Je-li T spocetna 1-kategoricka s alesponi dvouprvkovym modelem, tak
BTr=2xC,.
— Kompletni spocetna teorie T' je w-kategorickd < kazda algebra B™T je konecna.
— Kompletni spocetna teorie T ma prvomodel < kazda algebra B"T je atomarni.

2.5 Formalistické upresnéni — designatory.

2.5.1. Notace. Designatory.
Obecnd notace je dvojice (8, Arg), kde § ¢ 8, Ars : 8 — N; znacime ji struéné 8 nebo jen 8. Déle
S € 8 je symbol 8, Ars(S) je cetnost S, Arg[8] je mnoZina cetnosti 8. Obecna notace ) se nazyva
prdzdnd; ztotoziujeme ji s ). Notace je obecnd notace 8, obsahujici alespoii jeden nuldrni symbol;
tedy 0 € Arsg[S].
Mnozina D(8) designdtori notace 8 je definovana induktivni definici:

Pro S € 8 a sekvenci s designatort délky Arg(S) je (S)_ U (s) designator.

Je-li S € 8as=(so...,S,—1) sekvence, uzivime pro graficky zapis sekvence (S)_ L (s) ,,ob-
vyklou“ prefixni nebo infixni notaci, tj.

(SY— U ({so,---,Sn—1)) znac¢ime S(sgp,...,Sn—1), také (infixné) (s9S5s1), kdyz n = 2.

Poznamenejme, 7e pro n = 0 se ¢asto piSe misto S() jen S. V ,obvyklé notaci“ uzivime tii
delimitery ), (. Zapisu (S)_ U (s) fikdme polskd notace; nepotiebuje delimitery, ale jen rozpoznani
pozice v sekvenci a ovSem udaj o ¢etnosti symboli. Sekvence x je podsekvence sekvence y, existuji-
li sekvence yg, y1 tak, Ze plati yo_x_y1 = y; fikdme pak také, ze x ma vyskyt v y. Poddesigndtor
néjakého designatoru n je designator majici vyskyt v 7.

Dilezita jsou nasledujici tii tvrzeni o designatorech: o jednoznacnosti, o vyskytech designatorta
a o substituci. Specialné pak kazdy designator ma jednoznac¢ny tvar a délku. To dovoluje dokazovat
indukct dle délky designatort néjakou jejich vlastnost a dale definovat indukci dle délky designétort
néjakou vlastnost designatort ¢i hodnotu designatorm pfifazenou (tj. konstruovat ji rekurzivng).

TVRZENI 2.5.2. (O jednozna¢nosti designatorti.) Designdtor je jednoznacné tvaru (S)_ U (s)
pro jisté S € 8 a jisté s € D(8)A"(9),

Diikaz. Je tieba dokézat jen jednoznacénost vyrazu (S)_ LI (s) pro S € 8 a s € D(8)*"(%). Bud
(S)_ L (s) rovno (S)_ U (s") pro jisté s’ € D(8)A"(5); mame dokézat s = s'. Kdy# s # &, tak pro
nejmensi ¢ s (s); # (s'); je ()i < (8'); nebo (s'); < (s);. To je ve sporu s[Z5.3 O
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LEMMA 2.5.3. Budte (n1,...,mn), (N},...n,) sekvence designdtori takové, Ze U((n1,...,Mn)) <
Ui, ...n,)). Pakn, =n} proi=1,...,n. Specidlné pro designdtory n <n' jen=1n'.

Diikaz. Indukei dle délky U((n1,...,m,)). Bud 1 = (S) U ({(f1,...,7x)) s néjakym S € 8 a de-
signatory 71, ..., 7Mk; ny nutné zac¢ind S, tedy ny = (S)y_ U ((71, ..., 7)) s néjakymi designitory
0, . Jesli g <nf, tak U((f1, ..., k) <UD, - . ., 7})). Tudiz podle indukéniho pfedpokladu
jen; =", proi=1,...,k (i pokud k = 0) a tedy n1 = n]. Pak ale U((n2,...,mn)) <U((nh,...7n.))
a tudiz opét dle indukéniho predpokladu je také n; = 7. pro i = 2,...,n. Podobné, kdyz n}] < n;.
Specialni tvrzeni plyne bezprostiedné. O

TVRZENI 2.5.4. (O vyskytech designatori.) KaZdy vyskyt designdtoru ' v designdtoru n tvaru
(SY_U(s) s Se8 aseD(8) ) je budn nebo je to vyskyt v nekterém clenu (s);.
Diikaz. Necht vyskyt symbolu, jenz je prvni ¢len uvazovaného vyskytu designatoru n’, je prvni S
v n; jen <n, tedy dle 253 je n =17

Necht vyskyt symbolu, jenZ je prvni ¢len uvazovaného vyskytu designatoru 7, je v nékterém
(s);. Pak dle je tento vyskyt prvym ¢lenem vyskytu né&jakého designatoru n” v (s);. Je nutné
n < n” nebo '’ </, tedy n’ =n" a tedy 0’ se vyskytuje v (s); jako n”. O

LEMMA 2.5.5. Kazdy vyskyt symbolu v néjakém designdtoru n je proym clenem néjakého viskytu
néjakého designdtoru v 1.

Diikaz. Indukci na designatorech. Mame dokézat: kdyz S € 8, s € D(8)4"(%) a tvrzeni plati
pro kazdé n rovno nékterému (s);, tak tvrzeni plati pro 7 rovno (S)_ U (s). Je-li s = 0, je to
jasné. Jinak jde o prvy vyskyt S nebo o vyskyt v néjakém (s);. Podle indukéniho pfedpokladu je
prvym ¢lenem néjakého vyskytu néjakého designitoru v (s);; ten je ovSem vyskytem designatoru
v (S)_ U (s). O

TVRZENI 2.5.6. (O substituci v designatorech.) Nahradi-li se vijskyt designdtorun' v designdtoru
n designdtorem 1, ziskd se designdtor.

Diikaz. Indukei na designdtorech. Bud n = (S)_ U (s) a pro (s); s i < Arg(S) necht to plati.
Pak uvazovany vyskyt 7’ je n a plati to, nebo je to vyskyt v nékterém (s);; pak diky indukénimu
predpokladu to opét plati. O
2.5.7. Struktura designatoru.

Bud (8, Arg) notace.

1. Struktura vyrazi notace (8, Arg) je struktura D*(8) tvaru (8*,8°), kde 8° je soubor (S°)gses
funkci takovych, Ze

50 (8%)As(8) 8% §9(s) = (S)_ Li(s) pro s € (8§*)A7s(9), (2.15)

Tedy D*(8) je (8, Ars)-struktura, kde (8, Arg) predstavuje funkéni signaturu.

2. Struktura designdtord notace (8, Arg) je podstruktura D(8) struktury D*(8) s univerzem
D(8). Zfejmé je to podstruktura D*(8) generovand prazdnou mnozinou.

3. Necht A je funkéni (8, Arg)-struktura. Hodnota H*(n) designatoru n z D(8) v A je konstru-

ovana rekurzi pro S € 8§ s n = Ars(S) ang,...,Mm—1 z D(8):
HAS(no,s - n-1)) = SAHA(0), ..., HA(n_1)). (2.16)

Specialné kdyz 7 je (c) s konstantnim ¢, je H*(n) = c*. Déle je H4 homomorfizmus D(8) do A.
TVRZENI 2.5.8. Necht (8, Ars) je notace.

1) Kdy? A= D(8), tak pron 2z D(8) je HA(n) = 1.

2) Kdyz h je homomorfizmus (8, Arg)-struktury A do (8, Ars)-struktury B, tak pro n z D(8) je

h(HA(n)) = H" (n).

Diukaz. 1) Indukei na designatorech. Necht n = (S)_ L (s) s n-arnim S a s rovnym (1o, ..., Mn—1),

piicemz pro 7o, . . ., Np—1 to plati. Pak H* (1) = S*(no, ..., na—1) = S°(Mo, - -+, Nu—1) = 1. 2) plyne
opét indukci na designdtorech uzitim (2.16]). O
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2.6 Neékteré teorie v predikatové logice s rovnosti.

Teorie jsou uvedeny v ramci nésledujicich skupin: prearitmetické teorie, aritmetické teorie, Boole-
ovy algebry, usporadani, grafy, algebraické teorie, demonstracni teorie.
Vsechny uvedené jazyky jsou s rovnosti.

Prearitmetické teorie.

2.6.1. Teorie naslednika SC.
Jazyk: (S), S je unarni funkéni symbol.
Axiomy:  (QO) (F2)((Vy)(Sy # ) & (V2 # x)(3y)(Sy = 2)),
(Q2) Sx =Sy —»x =y,
SC-schema x # S™x; n > 0 je prirozené.
Kazdy term teorie SC je ekvivalentni termu tvaru S™z. Kazda atomickd (S)-formule je v SC
ekvivalentn{ formuli tvaru S"z = y, kde n je pfirozené, z,y jsou proménné (ev. stejné).
Teorie naslednika s definovanou nulou SC° je extenze teorie SC o definici konstantniho
symbolu 0:

0=y« (V2)(Sz # y) & (V' # y)(32)(Sz =y').

Teorie naslednika s nulou SCy.
Jazyk: (S,0), S je unarni funkéni symbol, 0 je konstantni symbol.

Axiomy: (Q1) 0 # Sx,
(Q2) Sz =Sy —»z =y,
(Q7) z#0— (3y)(Sy = x),

SC-schema: « # S™x; n > 0 je pfirozené.
SCy je (S,0)-teorie s axiomy (Q1), (Q2), (QT); SCyo je jednoduché extenze SC,; o SC-schema.
Pro n pfirozené je n-ty numerdl n konstantni term S---S0, S aplikovano n-krat; 0 je 0.

2.6.2. Teorie naslednika s indukci SCI se ziska tak, Zze v SCg se misto SC-schematu vezme
schema indukce pro jazyk (S,0), tj. pro kazdou (S, 0)-formuli ¢ axiom indukce I, pro ¢, coz je
formule

(¢(0,7) & (V) (p(z,7) = »(Sz,7))) = (Vz)p(x,7).

2.6.3. Struktury J a K.

Bud 0 < m € N. S/m znad¢i pti¢itani jednicky v Z,, tj. pricitani jednicky v celych &islech
modulo m. Bud n € N nebo n = w.
e J je struktura (J,,S,), kde

Jn = ({0} xN)U Uo<i§n({i} x Z) pron € N, Jo= ({0} x N)U U0<ieN({i} X 7).
Sn((i,a)) = (i,a + 1).
J (0) je expanze struktury J o konstantu (0,0).
Ziejmé plati J, = (N, S), Jn[({z} x 7) = (Z,S) pro 0 < i <m, JO(O) ~ (N, S,0) a dale

J = Sc,

5,0 & S
o K™ je struktura (K7, S7"), kde:
Ko = ({0} x N) UUp<icn({i} X Zim) pron € N, K = ({0} x N) UUp<jen ({7} X Zm),
S7((0,a)) = (0,a + 1), ST ((i,a)) = (i,S/m(a)) pro 0 < i.
K7 (0) je expanze K" o konstantu (0, 0).
Ziejmé mame pro 1 < m, 0 < n:
K E  (Q0),(Q2), SC-schema neplati v K.
K70) = (Q1),(Q2),(Q7), SC-schema neplati v K (0).
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2.6.4. Presburgerova aritmetika Pr.
Jazyk: L* = (S,+,0), S je unarni funkéni symbol, + je bindrni funkéni symbol, 0 je konstantni
symbol.

Axiomy: (Q1) 0 # Sz
(Q2) Sx =Sy »x=y
(Q3) x+0==zx
(Q4) x+Sy=S(z+y)
s

chema indukce: {Lp, @ je (S, +,0)-formule}. I, je axiom indukce pro ¢, tj.
(¢(0,7) & (Vz)(p(2,7) = »(S2,7))) = (Vr)p(2,7).

Aritmetické teorie.

2.6.5. Robinsonova aritmetika Q.
Jazyk: LA = (S,+,-,0,<), S je unarni funkéni symbol, +, - jsou binarni funkéni symboly, 0 je
konstantni symbol, < je binarni rela¢ni symbol.

Axiomy:
(Ql) 0+# Sz (Q5) z-0=
(Q2) Sx =Sy —»z = (Q6) = - Sy:x
(Q3) 2+0==x Q7) z#0— (3 )(x—Sy)
(Q4) z+Sy=S(=+y) (Q8) z<y« (F)(z+r=y)

Pro n pfirozené je n-ty numerdl n konstantni term S---S0, S aplikovano n-krat; 0 je 0.

2.6.6. Peanova aritmetika P.
Jazyk: LA = (S, +,-,0,<).
Axiomy: Robinsonova aritmetika Q
schema indukce: {I,,; ¢ je L-formule}. I, je axiom indukce pro ¢, tj.

((0,7) & (Va)(p(x,7) = (S2,7))) = (Ve)p(z, 7).

2.6.7. Standardni model aritmetiky je struktura (N,S,+,-,0,<), kde S(n) =n+1pron € Na
+,+,0, < maji obvykly vyznam (v oboru pfirozenych ¢isel). Standardni model aritmetiky znacime
N nebo N; je to zfejmé model Peanovy aritmetiky:

N P.
Booleovy algebry.

2.6.8. Teorie Booleovych algeber.
Jazyk: LB = (= V,A,0,1), V, A jsou binarni funkéni symboly, — unarni funkéni symbol, 0,1
jsou konstantni symboly.

Axiomy:
zo(yoz)=(zoy)oz © je V nebo A (asociativita)
TOoYy=youw © je V nebo A (komutativita)
xo(yo' z)=(zoy)d (zoz) o [o]jeV [A] nebo A [V] (distributivita)
xV(zAy)=xz=zA(xVy) (absorbce)
xV(—z)=1, zA(-x)=0 (komplementace)
0#1 (netrivialita)

2.6.9. Teorie (bez)atomarnich Booleovych algeber.
Teorie bBA bezatomdrnich Booleovijch algeber je obohaceni teorie BA o axiom

=(3x)(,,x je atom®).
Teorie aBA atomdrnich Booleovijch algeber je obohaceni teorie BA o axiom
z #0— (3y)(»y je atom* & ,y je pod z*).

Pritom vlastnost ,x je atom znaci“, Ze x je nenulovy a pod x je jen 0 nebo x a ,y je pod x*
je vyjadreno formuli y A x = y. Tedy ,x je atom® vyjadfuje formule

r£0& (V) (y=yAz— (y=0Vy=ux)).
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Usporadani.

2.6.10. Teorie usporadani.
Jazyk: L° = (<), < je bindrni rela¢ni symbol.
Axiomy: z <z, z<y&y<zr—ozrz=y,z<y&y<z—ozr<z

2.6.11. Teorie linearniho usporadani LO je extenze teorie usporadani o aziom dichotomie
r<yVy<z.

2.6.12. Teorie hustého linearniho uspoiadani DeLO* a jeji extenze.
Pridame-1i k teorii LO aziom hustoty
Gzy)ec#y) & (z<y&ar#y) - (F)(r<z<y&ka#z#y),
ziskdme teorii hustého linedrniho uspordddni DeLO™. Teorie hustého linedrniho uspofdddni s nej-
mensim [a bez nejuétsiho] resp. s nejuétsim [a bez nejmensiho] resp. nejmensim i nejuétsim prokem
je extenze teorie DeLLO™ hustého linedrniho uspofadani o axiom ,existuje nejmensi [a neexistuje
nejvetsi] prvek” resp. ,existuje nejvétsi [a neexistuje nejmensi] prvek® resp. ,existuje nejmensi i
nejvétsi prvek”. Znacime ji
DeLO* [DeLO™] resp. DeLO* [DeLO™] resp. DeLO®.

Ozna¢me dale (Q, <)° extenzi (Q, <) do modelu DeL.O®, kde ¢ je —, +, &, kterd vznikne pt¥idanim
nejmensiho resp. nejvétsiho resp. nejmensiho i nejvétsiho prvku. Pfipomenme, ze DeLO je extenze
DeLO* o axiom ,neexistuje ani nejmensi ani nejvétsi prvek”.

Teorie DeLOc je extenze teorie DeLO o rekurzivni mnozinu spocetné konstantnich symbola
cn a axiomy

{Cn < cnt1 & cp # Cpn+1; N € N}

2.6.13. Teorie diskrétniho linearniho usporadani DiLO, DiLO°.
Teorie diskrétniho linedrniho uspordddni DILO je extenze LO o axiomy existence bezprostred-
ntho predchidce a bezprostredniho ndslednika, téZ axiom diskrétnosti usporadani:

(V2)By)(y <z &y # & (V2)((y<z<z) = (2=yVz=1)),
(V2)Ey)(z <y &y#r& (V2)((r<z2<y) = (z=yVz=1)).

Teorie DiLO° je rozsifeni DiLO o bindrni predikdtové symboly <,, s n € N, definované takto:
<,y & r<y&’mezi x ay existuje pravé n prvka”.

Tedy = <o y znamend, ze "« je bezprostfedni predchiidce y”. Dale znaéime (Z, <)° jednozna¢nou
expanzi (Z, <) do modelu DiLO°.

Grafy.

2.6.14. Teorie Gh grafu (obyc¢ejnych neorientovanych bez smycek).
Jazyk: L9" = (E), E je binarni rela¢ni symbol.
Axiomy: xFEy — yEz, ~(zEx)

2.6.15. Teorie RGh nahodného grafu. Teorie RGh ndhodného grafu je teorie grafti obohacené
o axiom (Jz,y)(z # y) a schema {t,; 0 < n € N}, kde v, je uzévér formule

/\ zi #y; — (32) /\(E(xi,z) & —E(y;, 2)). (2.17)

Modelem teorie RGh je nekoneény graf takovy, ze pro kazdé dvé konecné disjunktni mnoziny X,
Y jeho néjakych vrcholu existuje vrchol z spojeny s kazdym vrcholem z X hranou a nespojeny
s zadnym vrcholem z Y hranou. Takovy spocetny graf se také nazyva ndhodny.
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Algebraické teorie.

2.6.16. Teorie grup. Teorie Abelovych grup AG, teorie AGy, DAGy.
Jazyk: LY = (4, —,0), + je binarni funkéni symbol, — undrni funkéni symbol, 0 je konstantni
symbol.
Axiomy: z+ (y+z2)=(x+y)+2z (asociativita +)
O+z=ac=2+0 (0 je (oboustranné) neutralni prvek)
z+(—z)=0=(—z)+=x (—= je (oboustranng) inverzni prvek k z)
Pro term ¢t a n =0 resp. n =1 resp. 1 < n € N znaci nt term
0, resp. t resp. (---((t +t) +1t)+---+t) s + aplikovanym (n — 1)-krat.
Teorie grup se ¢asto bere v multiplikativnim jazyce L9 = (-, ~' 1) izomorfnim s L9.
Pfiddme-li k teorii grup aziom komutativity x +y = y + x, ziskdme teorii Abelovych grup AG.
Teorie AGg Abelovych grup bez torze je rozsiteni teorie AG Abelovych grup o schema beztorz-
nosti:
mr=0—=2x=0, 0<meN.
Teorie DAG( netrividlnich divisibilnich Abelovych grup bez torze je rozsiteni AGy o axiom
netrividlnosti (3z)(z # 0) a schema divisibility:
(Fy)(my = x), 0<meN.

Poznamenejme, Ze teorie v jazyce (+), kde + je bindrni funkéni symbol, s axiomem z+(y+2z) =
(r + y) + z (asociativita +), se nazyvé teorie pologrup, a teorie v jazyce (+,0), kde + je
bindrni funkéni symbol, 0 konstantni symbol, s axiomy = + (y + z) = (z + y) + 2z (asociativita +),
0+ 2 =x=x+0 (0 je (oboustranny) neutralni prvek), se nazyva teorie monoidu.

2.6.17. Teorie OAG usporadanych Abelovych grup je teorie v jazyce grup rozsifeném o
bindrni predikdtovy symbol <; jeji axiomatika je rozsifeni teorie Abelovych grup o nasledujici
axiomy ostrého linearniho uspotradani a izotonie:

< je ostré linedrni usporadani, x <y—x+z<y+ z (izotonie).

2.6.18. Teorie okruhu.
Jazyk: L™ = (+,—,-,0,1), +, - jsou binarni funkéni symboly, — je unarni funkéni symbol, 0,1
jsou konstantni symboly.
Axiomy: teorie Abelovych grup v jazyce (+,—,0),
l-x=xz&xz-1=2 (1 je jednotka)
x-(y-2z)=(x-y) -z (asociativita -)
x-(y+z)=z-y+z-z, (x+y)-z=x-2z+y- -z (distributivita).
Pridame-li k teorii okruhti axiom komutativity pro -, ziskdme teorii komutativnich okruhai.

V teorii okruhu plati —(zy) = (—2)y, (—1)z = —x. Modely teorie okruhi jsou okruhy. Podstruk-
tura okruhu je okruh.

2.6.19. Teorie oboru integrity je teorie komutativnich okruhti, rozsifena o axiomy
0#1, (x #0& y #0) — -y # 0 (neexistence déliteltt nuly).
Misto axiomu neexistence déliteld nuly je mozné ekvivalentné vzit axiom kraceni:
(zy=22& x#£0) >y ==z

Nenulové prvky komutativniho okruhu, jejichz soucin je nula, se nazyvaji délitelé nuly. Netrivialni
komutativni okruh je tedy oborem integrity, pravé kdyz neobsahuje délitelé nuly.

Obor integrity celjch ¢isel Z je mnozina celych ¢isel s kanonickymi operacemi s¢itani, opac¢nosti
a nasobeni a s 0 a 1 jakozto jejich neutrdlnimi elementy. Komutativni okruh Z x Z (operace na
dvojicich se berou po slozkdch) neni obor integrity, nebot (0,1),(1,0) jsou v ném délitele nuly
(0,0). Komutativni okruh ®R s operacemi definovanymi po slozkdch neni obor integrity, nebot
jeho prvky f(z) = |z| + z,¢(z) = |z| — x jsou v ném délitelé nuly.
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2.6.20. Teorie uspofadanych oboru integrity m4 jazyk usporadanych okruht (4, —,, 0,1, <)
a je rozSifenim teorie obort integrity o 0 < 1 a axiomy ostrého linearniho uspotfadani a izotonie:

< je ostré linedrni uspoiddani, z<y—zx+z<y+z, z<y&ld<z—oz-z<y-z (2.18)

Kdyz x < 0 resp. 0 < z, fikame, Ze x je zdporné resp. kladné. Dale definujeme

lzj=2 < (z=2&0<z)V(z=—-2&x<0).

2.6.21. Teorie téles FL, FL,, FLo.
Teorii téles FL ziskdme tak, ze ptiddme k teorii komutativnich okruht axiomy
0 # 1 (netrivialita),
x#0— (Jy)(x-y=1) (existence inverzniho prvku viéi -).
Bud p prvoéislo. Extenze teorie téles o axiom pl = 0 je teorie FL, téles charakteristiky p.
Extenze teorie téles o schema {pl # 0; p je prvocislo} je teorie FLg téles charakteristiky 0.

2.6.22. Teorie algebraicky uzavienych téles ACF, ACF,. Pfiddme-li k teorii téles FL resp.
FL, s p rovaoym nule nebo prvocislu axiomy

(Yzo, .y Tn1)Fy) (@0 + 21 -y + -2y -y +y" =0), n>1 piirozené, (2.19)

ziskame teorii ACF resp. ACF), algebraicky uzavienych téles resp. algebraicky uzavrenych téles cha-
rakteristiky p. Axiomy (ZI9) zarucuji, Zze kazdy normovany polynomidlni term, stru¢né polynom,
stupné n > 1 ma koten.

2.6.23. Teorie usporadanych téles OFL je teorie v jazyce téles rozsiteném o binarni predikétovy
symbol < s axiomatikou rozsifujici teorii téles 0 0 < 1, axiomy ostrého usporadéni a izotonie (ZIT)).
Teorie usporadanych téles dokazuje, jsou-li m < n prirozena nenulova,

0 < nl, ml<nl—om=n, z<y+0<y+(—2x).
Tedy OFL rozsifuje FLy.

Prvek a uspotadaného télesa F je kladngj resp. zdporngj, plati-li 0 < a resp a < 0. Usporadané
téleso F' se nazyva archimedovské nebo archimedovsky usporadané, jestlize pro kazdé dva
jeho kladné prvky a,b existuje ptirozené ¢islo n tak, ze na > b.

Bud F usporddané téleso. Pak plati: Fy = {m1/nl; m je celé, 0 < n pfirozené} je nejmensi
podtéleso F' a je izomorfni s usporadanym télesem racionalnich ¢isel. Je-li navic F' archimedovské,
je mnozina Fy hustd v uspofadani F a pro a € F je a = sup{b € Fy; b < a}. Déle pro archimedovské
téleso F' a a,b € F plati

0<a—(IneN-{0})(1/nl < a), a#b— (In e N—{0})(1/nl < |a —1]|).

2.6.24. Teorie (levych) R-modula nad okruhem R.
Jazyk: L™® = (+ —,0,1),cr, + je binarni funkéni symbol, — unarni funkéni symbol, 0 je
konstantni symbol, r je unarni funkéni symbol.
Axiomy: axiomy teorie Abelovych grup v aditivnim jazyce (4, —,0),
r(x+y) =r(z) +r(y), (r +7s)(x) = r(z) +s(z), kde r,s € R,
(r-fs)(x) = r(s(x)), 1%(z) = 2, kde r, s € R.

Term r(z) symbolicky reprezentuje nasobek skaldrem 7 a zapisuje se zpravidla jako rz. Index ¥
se Casto vynechava. V teorii R-modult plati:

0x =0, (-1)z=—=z.
Prva rovnost plyne takto: z = 1o = (1 4 0)x = x + Ox; jediné y spliiuje z + y = x, tedy 0z = 0.
Druhé takto: © + (—1)z = 1l + (—1)x = 02 = 0 a odtud (-1)z = —=z.
Modely teorie levych R-moduld jsou levé R-moduly. R-modul obsahujici jediny prvek 0 je
trividlng; jinak je netrividlni.
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2.6.25. Teorie vektorovych prostoru nad télesem F' je teorie F-modulii nad télesem F.
Modely teorie vektorovych prostori nad télesem F' jsou vektorové prostory nad F'.
VS(F') znadi teorii vektorovych prostori nad télesem F', VS(F, 0o0) navic nekoneénych.

Demonstraéni teorie.

2.6.26. Cista teorie CE, konstant.
Jazyk: LCF~ = (¢i)ier s rovnosti, ¢; jsou konstantni symboly.
Axiomy: ()
Specialné CEg je teorie PE ¢isté rovnosti.

Teorie CE,;(c0) konstant s nekoneéné prvky.
Jazyk: LCF~ = (¢;);c,. s rovnosti, ¢; jsou konstantni symboly.
Axiomy: Existuje nekonecné prvki.

Teorie C'E,, ruiznych konstant.
Jazyk: LCBr = (¢;)ic, s rovnosti, ¢; jsou konstantni symboly.
Axiomy: ¢; #cj, i #jai,jER

2.6.27. Cista teorie UE jedné unarni relace.
Jazyk: LYE = (U) s rovnosti, U je unarni rela¢ni symbol.
Axiomy: ()
Teorie UE(m,n) jedné unarni relace pro m,n € NU {oco}, m +n # 0.
Jazyk: LYE = (U) s rovnosti, U je unarni rela¢ni symbol.
Axiomy: Existuje pravé m prvka splnujicich U a
existuje pravé n prvka splnujicich -U

2.6.28. Teorie UFO™ a UFO,,.

Teorie UFO™ jedné unarni funkce s m-cykly, 0 < m € N.
Jazyk: LUFO = (F) s rovnosti, F je unarni funkéni symbol.
Pro m € N je F™(z) term F --- F(z), F aplikovano m-kréat; F°(z) je .
Axiomy: F™(z) = x, Fi(z) # x pro 0 < i < m.
UFO! mé4 tedy axiomatiku F(z) = x.
Teorie UFO,,
Jazyk: LUFO = (F) s rovnosti, F je unarni funkéni symbol.
Pro m € N je F™(x) term F --- F(x), F aplikovano m-krat; F°(x) je z.
Axiomy: F™(x) = x.

2.6.29. Suma ), (A;,F;). Cykly.

1. Bud (A;);e; neprazdny soubor struktur pro jazyk L = (F), kde F je mnozina undrnich
funkénich symboli, A; = (A;,F;). Suma >_; A; je struktura (A4, F4), kde

A=J,({i} x 4), F((i,a)) = (i, F4i(a)) pro F€ F,i € I, a € A;.
Misto >y, ;3 (Ai, A;) se pise také A; + A;.
2. Bud 0 < m € N, I neprdzdnd mnozina. Struktura m-cyklus resp. (m, I)-cykly je struktura
Q™ = (Zy,,S/m)  resp. QT =>,0™

Pritom S/m znaéi pfi¢itani jednicky modulo m; pfipoustime i m = 1. Déle O™ resp. OF je
univerzum O™ resp. Q7"
Specialné:

O'=(LId), Ky =(N,S)+0}, KJ=(N.8) + 0

on}? ZN-{0}’
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TVRZENI 2.6.30. (O modelech UFO™.)
1) Pro 0 <m €N je kazdy model A = (A, F) teorie UFO™ izomorfni s O, kde = A/E a E
je ekvivalence na A s m-prvkovymi faktory {F(a); i < m}, a € A.

Je-li A konecné, je |A| = km pro néjaké nenulové k € N.

2) O™ =UFO™.
Diikaz. Pro faktor u ekvivalence E je Afu = Q™ via jisté hy; izomorfizmus A a Q7" ziskdme
»Spojenim* izomorfizmu h,,. Zbytek tvrzeni je jasny. O

Teorie bijekci.

2.6.31. Teorie BI parcialni bijekce.

Jazyk: LB = (U, P) s rovnosti, U resp. P je unarni resp. binarni rela¢ni symbol.

Axiomy: P(z,y) & P(2',y) > x=12', P(z,y) & P,y )&z#2 -y#£y,

P(z,y) = U(z) & -U(y), Ulz) = (Fy)P(z,y), Uly) — (Fz)P(z,y).
Pro 0 < n € N oznac¢me
BI(n) resp. BI(c0)

extenzi Bl o axiom ,existuje pravé n prvku“ resp. o schema ,existuje nekone¢né prvka“.

Ziejmé LBl-struktura (A, U, P) je model BI, pravé kdy# je P bijekce U na A — U. Dale teorie
BI nema model kone¢né liché velikosti a pro ostatni velikosti ma aZ na izomorfizmus pravé jeden
model této velikosti.



2.7. POZNAMKY.

2.7 Poznamky.
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Kapitola 3
Vyrokova logika

Na vyrokovou logiku mfizeme hledét jako na fragment predikétové logiky s jazykem LF bez rovnosti,
ktery mé jako mimologické symboly jen nuldrni rela¢ni symboly, tvorici neprdzdnou mnozinu P
tzv. prvovyrokl ¢i vyrokovych proménnych — viz [2.2.16

Konvence.

Znamena-li znacka Z néjakou predikci, operaci, mnozinu ¢i t¥idu, vztahujici se k vyrokovému
jazyku P, mizeme psat misto ni obsirnéji Zp, abychom zachytili souvislost s P. Napf. VF znaci
mnozinu vSech vyroki, VFp obsirnéji mnozinu vSech vyroku jazyka IP. Naopak pro zjednoduseni
zapist index P vynechdvame, nevede-li to ovsem k nedorozumeéni.

3.1 Zakladni syntax.

Pojem vyrokového jazyka, vyroku ¢ili vyrokové formule, teorie a dedukce je uveden v [2.2.16)
ZNACENI. Symbol var(p) znaéi mnozinu vSech prvovyrokt vyskytujicich se ve vyroku .

3.1.1. Zrekapitulujme strucné nékteré zakladni pojmy syntaxe jazyka P; jsou identické s ,predi-
katovymi“ pro jazyk LF. Bud déle T néjakéa P-teorie.

e Spojky —,V, &, <> ptipadné dalsi se zavadéji jako zkratky stejné jako v predikatové logice.

o Thmp(T), struénéji Thm(T'), je mnoZina vSech v T dokazatelnych vyrokt. T je spornd, kdyz
Thmp(7T) = VFp; jinak je bezesporné. Pojem vyvratitelné a nezévislé vyrokové formule je tyz,
jako v predikatové logice pro formule. T je kompletni, je-li bezesporna a kazdy jeji vyrok je v ni
dokazatelny & vyvratitelny (protoze jde o sentence LF).

o Teorie T" je extenze P-teorie T [jednoducha/konzervativni], kdyz L(T)) C L(T") a Thm(T') C
Thm(T") [a L(T") = L(T)/Thm(T) = Thm(T") N VFp]. T' je ekvivalentni s T, je-li T extenzi
T a naopak.

3.1.2. Vyroky T, L. Klauzule a elementarni konjunkce. DNF, CNF. Struktura vyroku.
1. Pravdivy vyrok T specifikujeme jako p — p, IZivg vyrok L jako —(p — p); na konkrétni volbé
p nezélezi. Mluvime o nich téz jako o nularnich logickych spojkach ¢i vyrokovych konstantéach.
— Literdl je prvovyrok nebo negace prvovyroku.
— Disjunkce literalti se nazyva klauzule, konjunkce literalt téz elementdrni konjunkce.
— Vyrok je v disjunktivné resp. konjunktivné normdinim tvaru, stru¢néji v DNF resp. v CNF,
je-li to disjunkce konjunkci literald resp. konjunkce disjunkei literala.

2. Struktura vyroki nad P je struktura VE, = (VFp, -, V, &, L, T) pro jazyk Booleovych alge-
ber; logické spojky chapeme jako operace, 1 a T jako konstantu 0 a 1. Operace V neni komutativni,
nebot vyrok py V p1 neni jako vyraz (tice) roven p; V po; podobné je tomu s operaci &.
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ZNACENI 3.1.3. Pro vyrok ¢, n-tici vyrokit s = {@g,...,¢n_1) a 0 : n — 2 symbol s° znadi
<<pg(0), e ,goz(ffl)> a déle
eliee, ¢ jep,
Ns je po& - &pn1, A0 je T, Vs ije @V Ve, VO je L

Je-1i s koneénd mnozina vyrokd, je A s rovno A s’ a \/ s rovno \/ s’ pro n&jaké prosté ocislovani s’
mnoziny s.

Elementarni teorie dokazovani.

TVRZENI 3.1.4. Budte ¢,v formule vijrokové teorie T. Pak plati:
DFp—o.
2) (Véta o dedukci.) T, Fop < TEHY— p.

Diikaz. 1) Necht ¢ je ¢ — ¢; pak jsou vyrokovymi axiomy formule ¢ — ¥, ¢ — (¥ — @),
=W =)= (¢ = Y) = (¢ = ¢)). Uzitim modus ponens tedy F (¢ — 1) = (¢ — ¢) a opét
dle modus ponens F ¢ — .

2) Implikace < plyne ihned uzitim modus ponens. Bud nyni T, ¢ - ¢; dokdzeme T+ ¢ — ¢,
a to indukci na teorémech teorie T, 1. Bud ¢ axiom teorie T,1. Je-li ¢ rovno ¥, je T ¢ — ¢
dle 1). Pro ¢ € T ULAx plyne z (PL1) uZitim modus ponens zddané T I 1) — ¢. Bud kone¢né ¢
odvozeno pomoci modus ponens z X, x — ¢ a pro teorémy Y, x — ¢ teorie T,1) necht to plati.
Odtud a z vyrokového axiomu (¢ — (x — ¢)) = (¥ = x) = (¥ — ¢)) uzitim modus ponens

ziskame T 1 — . O
LEMMA 3.1.5. Pro vyroky p,v plati:
a) koo = (=), {o,ptFY ¢) Flp—=v) = (¢ — —p)
Fo = (mp =) d) Fo—= (Y= (p—))
b) e =, o — - e) Flp—9)—o

Diikaz. a) b —¢p — (—¢p — —¢) dle (PL1), z véty o dedukci = - =1 — —p. Odtud, uzitim (PL3)
a modus ponens ziskdme - - ¢ — ¥ a uzitim véty o dedukci prvy dokazovany vztah a zbyvajici
dva z néj uzitim véty o dedukci.

b) == F —p — == dle a) a véty o dedukei, tedy ——p F =—¢p — ¢ uzitim (PL3), tedy
——p F ¢ a koneéné F ——¢ — . Odtud a uzitim (PL3) plyne i - ¢ — ——.

c) 7, — ¢ 1, ~p dle b) a modus ponens, tedy dle véty o dedukci ¢ — ¢ F == — ==,
dle (PL3), modus ponens a diky vété o dedukci F (o — ) = (=0 — =) .

d)Jeplk (¢ =) =, dlec) pF =) = —(p = 1) a véta o dedukei d4 zadany vztah.

e)F = = (- = (e = @) dle d), p b =(-p — @) pomoci véty o dedukei, odtud
F (—¢ — ¢) = ¢ uzitim (PL3) a modus ponens. O

TVRZENI 3.1.6. Budte ¢, formule teorie T.
1) Teorie T je spornd, prdvé kdyz je v ni dokazatelny spor.
2) (Dtkaz sporem.) T, —p je spornd < T F .

Diikaz. 1) Je-li ¢ spor, tj. F =, a T I ¢, plyne z[B10l a), ze T F ¢ pro jakykoli vyrok .
2) Implikace =: T, —p spornd implikuje T —p — ¢ uZitim véty o dedukci. Pak T F ¢ uzitim
BIH e). Implikace < plyne z[B.I1.5] a). O

3.2 Zakladni sémantika.

Modely a pravdivost. Korektnost.
Zéakladni sémantika je exponovéana v [2.2.16] algebry vyroku pak v [2.4.5]
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3.2.1. Zrekapitulujme nékteré zdkladni pojmy sémantiky. Bud T néjaka vyrokova P-teorie, ¢

vyrok nad P, v € 22 (ohodnoceni prvovyroki &ili model jazyka P).

e Mp =2 (= {v; v: P — 2}) je mnozina viech modeld jazyka P, v |= ¢ < v(¢p) = 1.

e —vETswvEYxprokazdé x €T, T = ¢ & v = ¢ pro kazdé v = T; | ¢ znadi § = .
~ Me(T) = {v € 2 v = T}, Trus(T) = {i T = ).

— ¢ je tautologie, kdyz v = ¢ pro kazdé v € %2, ¢ili kdyz |= ¢.

e Sémantickd varianta syntakticky definovaného pojmu se ziskd nahrazenim - symbolem = v pii-
slusné definici. Jde pfedevsim o pojmy: nezévisla formule, (beze)sporné teorie, kompletni teorie,
extenze (jednoducha, kompletni) a ekvivalence teorii.

e Algebra vyroki teorie T' je Booleova algebra AVyp(T) = VEp /~7, kde p =7 ¢ & T |= ¢ > 1.

ZNACENIL Mp(T U{po,...,pr_1}) znac¢ime Mp(T, o, ..., ¢r_1); nepiseme T, kdy# je prazdné.
~Mp(T) znaéi 2 — Mp(T); je to komplement tiidy Mp(T).
TVRZENI 3.2.2.
1) (O korektnosti.) T F ¢ = T = ¢ pro kazdou formuli ¢ teorie T.
2) Mad-li teorie model, je bezespornd.
3) Teorie je kompletni sémanticky, prdvé kdyz md prdvé jeden model.
Dikaz. 1) Indukci na teorémech. Logicky a mimologicky axiom teorie T' je v T' pravdivy. Jsou-li
©, p — 1 pravdivé v T, je takové i 1. 2) ¢ a - nejsou zaroveii platné v zddném modelu. 3) Ma-li

teorie T' dva modely, lisici se v prvovyroku p, je p nezavisly vyrok T sémanticky. Ma-li teorie T
pravé jeden model, je evidentné kompletni sémanticky. O

Nize dokéZeme i opac¢nou implikaci z tvrzeni o korektnosti a ziskdme tak zasadni vétu o kom-
pletnosti ¢ili uplnosti vyrokové logiky: T+ ¢ < T |= ¢ pro kazdy vyrok teorie T. Jeji dikaz se
opird o vétu o existenci modelu bezesporné teorie. Vse je formulovano v 3.3.2

Vlastnosti pravdivosti.

Pro vyrokovou teorii T' v jazyce P, jeji modely a formule, plati tvrzeni[Z2Z.19 o vlastnostech Tru(T')
a tvrzeni a[2.2.14] o sémantice logickych spojek. ProtoZe vyroky nad P jsou sentence jazyka
LP 1ze nékteré implikace = v tvrzeni o sémantice spojek z Z2.13] obratit. Specialné pro teorii 7'
a jeji vyroky ¢, méame:

TEe—=yeoM(T,0) SMp(T,¢), Tk eeieMp(T,0)=Mp(T,¢). (3.1)
Dale plati tvrzeni o ekvivalenci sémanticky.

Normalni tvary. MnoZinova reprezentace. CNF-algoritmus.

TVRZENI 3.2.3. (Vlastnosti ohodnoceni vyrokit. Normalni tvary.) Budte v € 2, ¢,v € VFp.
1) a) Pro v € '2 zdvisi v(p) jen na hodnotdch v na mnoziné var(p).
b) v(p o) = v(p) o1 v(¥) pro o rovno V, A, <+>. (o1 je prislusnd operace v algebie 2.)
2) Bud P konecné, K C 2; oznacme —K =2 — K. Pak

Mp(V ek Aper P®) = K = Mp(A e Vpep p10@).

3) Formule ¢ je ekvivalentni sémanticky formuli jak v disjunktioné normdlnim tvaru, tak formuli
v konjunktivné normdlnim tvaru.

Diikaz. 1) a) se dokaze snadno indukei na vyrocich. b) plyne ihned z definic.

2) Pro v,w € 2 mame v(p¥®) =1 < v(p) = w(p). Tedy v(/\peppw(l’)) =1 v=w. Odtud
a wzitim 1) b): v(\/ A p“®) =1 < v € K. Podobné v(\/pelppﬂ“’(p)) =1% v #wa tedy
oAV p PP =1sv¢ K eveK.
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3) Pro P konecné to davéd 2) s K = Mp(y). Diky 1) a) to plati pro kazdé P. O

3.2.4. MnoZinova reprezentace formuli v normalnich tvarech.
Pro klauzuli x a ohodnoceni prvovyrokti v nezavisi v(x) na tom, kolikrat se v x né&jaky literal
A jako disjunkt vyskytuje. Proto mizeme chapat x v mnoZinové reprezentaci °x, coz je mnozina
viech disjunktil z x. Formalni disjunkei \/ () chdpeme jako spor a znac¢ime L. Formalng \/ () nema
model, coZ piesné souhlasi s tim, Ze 1. nemé model. Pro L je mnozinové reprezentace °1L = (). Pro
formuli ¢ v CNF bud jeji mnozinové reprezentace °p = {°x; x je konjunkt ¢}. Zcela analogicky
muzeme mluvit o mnozinové reprezentaci elementarnich konjunkci a formuli v DNF.

PRIKLAD. Klauzuli —=p V ¢ V —r V —p zapiseme v mnozinové reprezentaci jako {-p,q, -},
podobné (=p V1) & —r & (p V —r) jako {{-p,r}, {-r}, {p,~r}}.

3.2.5. CNF-algoritmus.
CNF1 Meén, dokud to jde, podformuli tvaru (¢ — %) na (—¢ V ),
perpmna(CpVY)& (= V), pyYmna(-p &) V(Y& e);
pak proved CNF2.
CNF2 Meén, dokud to jde, podformuli
——pnap, (p&y)na(-pV ),  —(pVi)na (-p & )
pak proved CNF3.
CNF3 Meén, dokud to jde, podformuli tvaru

(pV@&x)é(W&x)Ve) na ((pVY)&(pVXx)).

TVRZENI 3.2.6. CNF-algoritmus aplikovany na vjrok ¢ ddvd vijrok v CNF a ekvivalentni s ¢
sémanticky.

Diikaz. Algoritmus dava vyrok ¢’ ekvivalentni s ¢ sémanticky, nebot dochdzi jen k nahrazovani
podformuli sémanticky ekvivalentnimi, a dale ¢’ obsahuje jen spojky —,V, &. Indukei dle délky
formule ¢’ vzniklé CNF-algoritmem se dokaze, ze to je formule v CNF. Pro délku 1 a 2 to plati.
Provedme indukéni krok z n na n+ 1 s n > 2. Pak dle CNF2 neni ¢’ tvaru —(¢)) a je tedy tvaru
(po <o 1), kde o je bud & & V, g, @1 vznikly CNF-algoritmem a maji délky nejvyse n, tedy jsou
dle indukéniho predpokladu v CNF. Je-li ¢ spojka &, ¢’ je v CNF. Je-li ¢ spojka V, neni ve g, ©1

spojka &, nebot pak by diky CNF3 formule ' byla konjunkce; tedy ¢’ je klauzule. O
PRIKLAD 3.2.7. Pro formule (p V q) — (—q & r) dava CNF-algoritmus postupné:
“(pVvVqg V(q&r) dle CNF1
(—p & —q) V (—q & 1) dle CNF2
((=p & —q) V —q) & ((=p & —q) V 1) dle CNF3

(—pV -9 & (~qV—q) &(—pVr)&(—~qgVr) deCNF3

Algebra vyroka a modelu vyroku. Booleovské funkce.

3.2.8. Algebra vyroki AVy(T') teorie T v jazyce P je definovana v

Pocitani v algebfe vyrok pomoci reprezentantii lze uzit k nalézani sémantickych ekvivalenti.
Napf.:

= &qr(pVa&ar(p&kqVigkqg~(p&kqVairg

1. =~ plyne uzitim tvrzeni o sémantické ekvivalenci a diky p = ¢ = —p V ¢, 2. = déava distributivni
zdkon, 3. ~ idempotence, 4. =~ absorbce. Ziskali jsme zaroven k formuli (p — ¢) & ¢ sémantické
ekvivalenty v konjunktivné normalnim tvaru i v disjunktivné normalnim tvaru.

Ziejmé plati:

P-teorie T' s modelem je kompletni sémanticky, pravé kdyz AV, (T) = 2.
3.2.9. Algebra modelu vyrokové teorie. Cantorova algebra.

Necht T je P-teorie s modelem. Podalgebra P(Mp(T')) s univerzem {Mp(T, ¢); ¢ € VFp} se nazyva
algebra modeli vyroki teorie T a znadi se

AM(T).
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Je-li T prézdné, piSeme jen AMp. Tato algebra se také znac¢i CA(P) a nazyva se zobecnénd
Cantorova algebra nad P, je-li P spocetné, tak Cantorova algebra nad P.

TVRZENI 3.2.10. (O algebie vyroki a model vyrokt teorie.) Necht T je P-teorie s modelem.
1) AVp(T) = AMp(T) via h(e/~1) = Mp(T’ ¢) 5 ¢ € VFp.
Specidlné: AVp = CA(P).
2) Bud Mp(T) konecnd m-prvkova mnozina. Pak AMp(T) = P(Mp(T)) je 2™-prvkovd algebra.
Specidlné: Je-li P konecné, algebra AMp je 92! -prvkovd.
3) Pro P nekonecné je CA(P) bezatomdrni Booleova algebra, majict velikost |P|.

4) Bud'P konecéné. Necht x, s v € Mp(T) je elementdrni konjunkce tvaru

N\ p'®, (3.2)

p€EP
Pak Mp(xy) s v € Mp(T) jsou prdavé vsechny atomy algebry AMp(T).

Daisledek: Kazdy vyrok ¢ nad P je v T ekvivalentni sémanticky disjunkci néjakych vyroku
z B2). Ezxplicitné plati: T = ¢ <> \V{xv; v € Mp(T, @) }; vpravo je formule v DNF.

Dukaz. 1) Je ¢ ~p ¢ < Mp(T, ) = Mp(T, ), tedy je h izomorfizmus AVy(T) a AMp(T).
2) Plati, jak dokézeme nize: Bud K C ™ konec¢né. Pak pro kazdé w € K existuje p,, tak, Ze
K AM(p) = [}, (33)
(Index P nepiSeme.) Odtud plyne: je-li K C M(T), tak pro w € K médme K NM(yp,,) = {w}. Tudiz
M(T, Apek Pw) = Upex M(T, puw) = K. Tedy kazdé K C M(T') je v algebie AM(T).
Zbyva k w € K najit ¢, spliujici 3). Pro v € K — {w} bud p, € P s v(p,) # w(p,). Bud

pu formule A\, e r,0 po ") Mame pro v € K — {w}:

0= 5(]);1”(‘%)) ?é @(p;ﬂ)(pv)) =1.
Tudiz pro v € K je v € M(p,,) < v = w a jsme hotovi.

Speciélni tvrzeni je disledkem pro T = ), kdy mame |Mp(T)| = 2/F1.

3) Bud Mp(p) # 0 nenulovy prvek v CA(P). Bud p € P —var(p) pak () # Mp(p & p) C Mp(p);
tedy Mp(p) neni atom. Protoze vyrokii nad P je pravé |P|, je velikost CA(P) nejvyse |P|. Mp(p)
s p € P je |P| rznych prvki algebry CA(P); tudiz CA(P) mé pravé |P| prvkd.

4) Je Mp(T, xv) = Mp(xo) = {v} a AMp(T) = P(Mp(T)). Tudiz Mp(x,) s v € Mp(T) jsou pravé
vSechny atomy AMp(T). Prvky P(Mp(T)) jsou sumy atomt, plati tedy i zbytek tvrzeni. Explicitni
tvrzeni je disledkem, nebot Mp(x,) s v € Mp(T, ¢) jsou pravé vsechny atomy pod Mp(T, ). O

PRIKLADY 3.2.11.
1. Bud PP koneénd mnozina velikosti [, T bud P-teorie, m pocet modela T
a) Teorie T m4 pravé 2™ — 2 nezavislych vyroka az na ekvivalenci v T', v8e sémanticky.
b) Bud p € P, T = {p} Pak m = 2!~!, tudiz [AMp(T)| = 22 .
c) Budl>2,p,q€Prizné, T = {p — q}. Pak m = 3 - 272, tudiz |[AMp(T)| = 23277
2. Bud P spocetnd mnozina, T = {x} bud P-teorie s modelem. Pak AM,(T) = CA(P) = CA.
Algebra AMp(T) je bezatomérni, protoze kdyz Mp(T,p) # 0 a p € P — var(yp), tak je
0 # Mp(T,p & p) € Mp(T, ) (nebot existuje v = ¢ s v(p) = 0 a pak v ¢ Mp(T, ¢ & p). Déle
protoze algebra AMp(T) je nejvySe spoCetnd, je diky bezatomérnosti spocetnd. Plati tvrzeni:

aZ na izomorfizmus existuje pravé jedna spocetnd bezatoméarni algebra. Protoze CA je spocetnd
bezatomarni algebra, mame AM;,(T) = CA(P) = CA.

3.2.12. Booleovské funkce.
Booleovskd funkce n proménngch s n > 0 je funkce f : "2 — 2 (&ili prvek mnoziny “22). Booleova
algebra "2 je (Booleova) algebra booleovskijch funkci n proménnych (operace se berou po slozkach
v algebfe 2); znacime ji téz BF, , stru¢éné jen BF,,.
Booleovska funkce f : "2 — 2 symbolicky reprezentuje zafizeni, které vstupu danému n-tici nul
a jednicek pfifadi hodnotu 0 nebo 1.
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TVRZENI 3.2.13. (O algebie booleovskych funkci.) Pro n-prvkovou P = {py,...,pn_1} plati:

1) AM; = BF,, via g : P(®2) — "2, kde pro K C ™2 je g(K) charakteristickd funkce mnoZiny
{v*:n—=2,ve K} sv*(i) =v(p;) proi <n.

2) Pro booleovskou funkci f € 2 je Mp(¢y) = g~ (f), kde p; je Vo)1 /\Knpf(i).

Diikaz. 1) Je AMy = P(*2). Tvrzeni tedy plyne z toho, Ze zobrazeni u + charakteristicka funkce u,
kde u C I, je izomorfizmus potené¢ni algebry P(I) a algebry 2.
2) Pro v € ®2 je ziejmé v = pp < v € g7 1(f). Tedy Mp(py) = g~ 1(f) plati. O

Poéty neekvivalentnich vyroku a teorii nad koneéné prvovyroky.

TVRZENI 3.2.14. (O poétu neekvivalentnich virokt a teorii nad kone¢né prvovyroky sémanticky. )
Bud P vyrokovy jazyk s |P| =1 € N. Pak plati sémanticky:

—IM(T)

1) P-teorie T md prdvé 22! | neekvivalentnich pravdivijch a také tolik lZivijch vyroki. Spe-

cidlné je 22 neekvivalentnich vyroku nad P.
2) P-teorie T md prdvé 922 — 2. 92'-IMD)| peekvivalentnich nezdavislych vyroki.
3) P-teorie T md prave 2MD resp. M(T)| neekvivalentnich jednoduchyjch extenzi resp. navic
kompletnich.
Specidlné je pravée 22" neckvivalentnich P-teorii a prdavé 28 neekvivalentnich kompletnich P-
teorit.
Dukaz. 1) Pro ¢ € VFp je T = ¢ < M(T) C M(y). Tudiz je pravé tolik pravdivych vyroku teorie
T neekvivalentnich sémanticky, kolik je podmnozin mnoziny 2 — M(T) a téch je 22' =MD Lzivé
vyroky jsou negace pravdivych, tedy jich je stejné. Specidlni tvrzeni plyne, volime-li T spornou
sémanticky; pak Trup(T) = VFp a M(T) = 0.
2) je disledkem 1) a definice nezavislych vyroki.
3) P-teorie S je jednoduché extenze T, pravé kdyz M(S) C M(T'). Tudiz jednoduchych extenzi
T az na ekvivalenci teoril sémanticky je pravé tolik, kolik je podmnozin M(T') (protoze kazda
podmnozina ™2 diky kone¢nosti P je axiomatizovatelnd); je jich tedy |P(M(T))| = 2MTDI. Ma-li
byt S navic kompletni sémanticky, musi mit pravé jediny model a tedy takovych S je |M(T)|.
Speciélni tvrzeni plyne volbou T = ); pak |[M(T)| = 2. O

PRIKLADY 3.2.15. Bud P vyrokovy jazyk s [P| =1 € N.
1. a) Neexistuje P-teorie T tak, Ze az na ekvivalenci sémanticky 7" mé prévé 21 pravdivych

—IMM)| praydivych vyroki, coz neni

virokil, nebot az na ekvivalenci sémanticky T mé pravé 22
délitelné tremi.

b) Neexistuje P-teorie T' tak, Ze az na ekvivalenci sémanticky méa T pravé tolik pravdivych
virokil, kolik m4 nezavisljch vyrokii sémanticky. Jinak by totiz muselo platit 22' — 2. 22 ~IM(T)| =
221_|M(T)|, tj. 22 = 3. 221_‘M(T)|, coz neni mozné.

2. Bud k < 2'. Pak existuje pravé (;il k) neekvivalentnich sémanticky P-teorii T', z nichz kazda
az na ekvivalenci sémanticky ma pravdivych pravé 2% vyroki. Pro uvazované T je totiz pravé
2k = 22'=IM(D) | tedy pravé |M(T)| = 2! — k. Takovych T neekvivalentnich sémanticky je tudiz

1
pravé tolik, kolik je riiznych (2! — k)-prvkovych podmnozin 2 a téch je prave (2?2_ k).

3.3 Existence modelu, kompletnost a kompaktnost.

VETA 3.3.1. (O maximélni bezesporné teorii a o existenci modelu.)
1) Bud' T mazimdlni bezespornd teorie, @, jeji formule. Pak plati:
a) Thy & T & T,p je bezespornd.
b) 9T & —p¢T, ¢—oYveT < weT neboyp eT.
c) Ohodnocent v takové, Ze v(p) =1 < p € T pro kaZdy prvovyrok p, je jeding model T.
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2) Bezespornd teorie T md mazimdlni bezespornou jednoduchou extenzi (tj. v jazyce P(T)).

3) (O existenci modelu.) Teorie md model, prdvé kdyz je bezespornd.

Diikaz. 1) a) = v prvé < plyne z toho, Ze rozsifeni bezesporné teorie o jeji teorém je bezesporné,
< je jasna. Druhd < je zfejmé z definice maximélni bezesporné teorie. b) —¢ ¢ T < T, —p je
spornd < T + ¢ < ¢ € T dle 2) a) a dikazu sporem. Tvrzeni o implikaci: Kdyz ¢ — ¢ € T,
tak z ~¢ ¢ T plyne p € T; pak T + ¢ a diky a) je ¢ € T. Kdyz ~¢ € T, tak T+ ¢ — @ diky
BI5 a), tedy ¢ — ¢ € T diky a). Podobné kdyz ¢ € T, tak T, o F ¢, tudiz T + ¢ — 1. ¢) Plati
v €T < v(p) =1, coz plyne indukei dle slozitosti ¢ ihned uzitim b); tedy v = T. Koneéné pro
w E T mame w(p) =1 < p € T pro kazdy prvovyrok p, tedy w = v.

2) plyne z principu maximality (ekvivalentniho s axiomem vybéru), aplikujeme-li jej na mno-
zinu vSech bezespornych teorii S s S O T', na niz uvazujeme uspotradani inkluzi; kazdy fetézec R
v popsaném uspoiadani ma majorantu, kterou je jeho sjednoceni | J R, nebot to je teorie, rozsifujici
T, ktera je bezesporna, protoze spor v ni je sporem v néjaké teorii z R.

3) M&-li teorie model, je dle[322 bezesporna. Necht je T' bezespornd teorie. Dle 2) existuje jeji
maximdlni bezesporné jednoducha extenze T” a dle 1), ¢) existuje model teorie T”, coZ je ovSem i
model T'. O

VETA 3.3.2.
1) (O kompletnosti.) T+ ¢ < T |= ¢ plati pro kaZdou teorii T a jeji formuli .

2) (O kompaktnosti.) Teorie md model, pravé kdyz kaZdd jeji konecénd ¢dst md model.

Ditkaz. 1) T+ ¢ = T = ¢ je tvrzeni o korektnosti. Bud obrécené T |= ¢. Pak je T, - sporna dle
tvrzeni o existenci modelu, tedy T F ¢ dle diikazu sporem.

2) plyne ihned z véty o existenci modelu, nebot teorie je bezespornd, pravé kdyz je bezesporné
kazda jeji konecna Cast. O

POZNAMKA 3.3.3. Je-li T v jazyce s nejvyse spocetné prvovyroky, maximalni bezesporné roz-
gifen{ se sestroji indukei takto. Bud {¢,; 0 < n € w} odislovani formuli, T; teorie T a T),;1 rovna
teorii T, U{@y 11}, je-li tato bezespornd, a rovna teorii T,,U{—¢y, 41} jinak. Pak | J . T, je hledané
maximalni rozsifeni.

new

3.3.4. Uvedme né&kolik dusledki véty o kompletnosti.
e Je Thm(7T') = Tru(T). Sémantické verze pojmu jako nezavisla formule, [beze|sporna teorie,
kompletni teorie, extenze a ekvivalence teorii jsou ekvivalentni syntaktickym.
o V22Tl 1ze zaménit |= za b; ziskand tvrzeni jsou uziteéné deduktivni obraty vyrokové logiky.
o7 ziskdme ndsledujici syntaktickou verzi tvrzeni o ekvivalenci:
Vznikne-li vgrok @' z ¢ nahrazenim nékteryjch vyskyti podvyroku v formuli i, tak
Ty = Tree .
e Nechf T je P-teorie, T pak P’-teorie. Bud M(T")[P = {v|P; v € M(T")}. Pak
a) T’ je extenze T < PCP aMIT)PCM(T).
b) T’ je ekvivalentnis T < P=PFP a M(T')=M(T).
Dukaz. 1) Kdyz 1" je extenze T, tak P C P’ a T' C Thm(7”). Tedy pro ¢ € T a v € M(T")
jev g, tudiz i [P | ¢. To znamend, ze M(T")| P C M(T). Necht naopak P C P' a M(T")[P C
M(T). Pak pro P-formuli p mdme T+ o =T | ¢ =T = ¢ = T’ I ¢; posledni = plyne z véty
o kompletnosti. Tudiz 7" je extenze T
e Vyrokova teorie T je kompletni, pravé kdyz ma pravé jeden model.
Diikaz plyne z toho, ze T je kompletni sémanticky, pravé kdyz mé pravé jeden model.
e Tvrzeni BZT4 o poctu neekvivalentnich vyrokl a teorii nad koneéné prvovyroky plati nyni
i ,syntakticky; misto pravdivého a lzivého vyroku ted mame ovSem dokazatelny a vyvratitelny
vyrok.
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3.4 Aplikace kompaktnosti. Axiomatizovatelnost.

Aplikace kompaktnosti.

3.4.1. Obarvitelnost nekoneénych grafu.
Bud 0 < k& € N. Obyéejny graf (V, E) je k-obarvitelny, existuje-li jeho k-obarveni, tj. soubor
<Ci>i<k takOVS/, 7€

a) U,cxCi =V, b) C;NC; =0 proi#j,i,j <k,

c) neni {a,b} C C;, pokud (a,b) € E. (3.4)

Piipousti se C; = (), k-obarveni je tedy obarveni nejvyse k-barvami.

TVRZENI. Bud 0 < k € N. Obycejny graf je k-obarvitelny, prdvé kdyZ je kazdy jeho konecns

podgraf k-obarvitelng.

Diikaz. Stadi ziejmé dokézat implikaci <. Bud (V| E) obyéejny graf, jehoz kazdy koneény podgraf

je k-obarvitelny. Bud P mnozina prvovyroki p,;, a € V, i < k a T vyrokova P-teorie s axiomy:
(a) pao V-V par—1, kde a €V,

(b) = (Pa,i & Paj), kde a €V, i#ji,j <k (c) (pa;& pyi), kde (a,b) € E, i <k.
Polozky (a), (b), (c) odpovidaji a), b), c) z [B.4)). Kazd4 koneénd neprazdnd ¢ast 7" C T ma model
v. Bud totiz k-obarveni (C’;);<; podgrafu uvazovaného grafu, s kone¢nou mnozinou V' vrcholt
tvofenou a takovymi, Ze néjaké p, ; je v nékteré formuli z 7’. Pak je modelem 7" funkce v’ : P — 2

definované vztahem V(pas) =1 acCl (3.5)
Z kompaktnosti plyne existence modelu v teorie T. Definujme C; podle [B3). Pak (C;)i<x je
k-obarveni (V, E). O

3.4.2. Prosty selektor.
(Prosty) selektor neprézdné mnoziny S neprazdnych mnozin je (prostd) funkce f : S — [JS
takova, ze f(u) € u pro kazdé u € S.

TVRZENI. (O existence prostého selektoru.)

1) Neprdzdnd mnozina S neprdzdnijch koneéngch mnozin md prosty selektor, pravé kdyZ kaZdd
jeji neprazdnd konecnd podmmnozina md prosty selektor.

2) (Hallova véta.) Prosty selektor koneéné neprdzdné mnoZiny S koneéngch neprdzdngjch mnozin
existuje, pravé kdyz plati Hallova podminka: pro kazdou S’ C S je |S'| < |UJ S|

Dukaz. 1) Sta¢i dokazat implikaci <=, nebot opa¢na plati trivialné. Bud P = {py «; v € U,a € |J S}
mnozina prvovyrokid a T' vyrokova P-teorie s axiomy:

Dua, VoV Dya,, kde ueSaai,...,a, je prosté ocislovani u,

“(Pua & Pura), kde u#u jsouz S,acunu'. (3.6)

Kazda neprazdné koneénd ¢ast T/ C T mé model, nebot je-li S’ mnozina vSech u € S takovych,
ze nékteré p, , je v n&jakém vyroku z 17", ma S’ prosty selektor f’ a pak v’ : P — 2 spliujici
V' (pua) = 1 < f'(u) = a, je jasné model T’. Z kompaktnosti plyne, ze T m4 néjaky model v.
Definujme f : S — |J S tak, Ze f(u) = a pro néjaké a € u s v(py,q) = 1; takové a jisté existuje dle
prvého fadku z ([B4). Déle je f prostd funkce dle druhého fadku z (B.6]).

2) Dokazme < indukci dle n = |S], tj. Ze pro kaZdou S nenulové velikosti nejvySe n plati
<. Pro n = 1 to plati. Necht to plati pro néjaké nenulové n; dokdzeme platnost pro n + 1. Bud
S| =n+1.

Pripad (A): Existuje Sy tak, ze § # Sy € S a |So| = |JSo|. Dle indukéniho piedpokladu
existuje prosty selektor g mnoziny Sp. Ozna¢me S; = {u —J So; u € S — Sp}, Je 0 < |S1] < |S] a
S spliiuje Hallovu podminku, nebot pro S’ C S; mdme
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US'1=1US"uUSo —U Sl =IUS"UUSe| — U Sl
> |5"U So| = [So| = 5] + [So| — [So| = [57].
Tedy dle indukéniho predpokladu existuje prosty selektor h mnoziny .S7; pak rozsifeni g o prostou
funkei {(u, h(u —JSo)); w € S — So} je prosty selektor pro S.

Ptipad (B): neplati (A). Pak pro kazdé S’ spliiujici § # S’ € S mame |S’| < |JS’|. Vyberme
ag € ug € S. Pak dle indukéniho pfedpokladu méme prosty selektor g mnoziny {u — {ag}; u €
S —{ug}}. Pak funkce f : S — |JS definovana tak, ze f(u) = g(u — {ao}) prouw € S — {up} a
f(ugp) = ag, je prosty selektor mnoziny S. O

3.4.3. Linearizace usporadani.

TVRZENL. Je-li (A, <) ostré uspordddni, existuje R C A? rozsitujici < tak, Ze (A, R) je ostré
linearnt usporadant.
Diikaz. A) Tvrzeni plati pro A kone¢né. To plyne indukei podle poétu prvka A; v indukénim kroku
odstranime miniméalni prvek, dle indukéniho pfedpokladu ,zlinearizujeme® zbytek a z odstrané-
ného prvku udélame nejmensi.
B) Bud P mnozina prvovyroki pravé tvaru p,p, a,b € A. T bud P-teorie s axiomy (a) — (c):
(a) Pa,b & Pb,c = Pa,cy Pa,as Pa,b — Pb,a Pro kazdé a, be Aa
(b)  Dap V Do pro kazdé a # b, a,b € A,
(¢) pap pro kazdé a < b.
Podle éasti A) dikazu mé kazda konecnd ¢ast T model, tedy dle kompaktnosti ma 7' n&jaky model
v. Definujme R = {(a,b) € A% v(p,p) = 1}. Dle (a) je R usporadani A, dle (b) je navic linedrni
a dle (c) rozsifuje <. O

Axiomatizovatelnost t¥id modelu.

VETA 3.4.4. (O kone¢né axiomatizovatelnosti.) Mnozina K C Py je konecné axiomatizovatelnd,
prave kdyz ona i jeji komplement jsou axiomatizovatelné.

Driikaz. Implikace = je jasnd. DokdZzeme opacnou. Necht T, .S jsou takové teorie, ze K = M(T)
—M(S). Pak M(T' U S) = M(T) N M(S) = 0, tedy diky kompaktnosti existuji 77 C T, S’ C
kone¢né tak, ze 7" U S’ nemd model; pak ) = M(T" U S") = M(T") N M(S"). Koneéné M(T)
M(T") € ~M(S") € ~M(8) € M(T), tedy M(T) = M(T").

0N wm

3.4.5. Uzaviené, oteviené a obojetné tridy modelu.
Bud P mnozina prvovyroki, K C 2 t¥ida modelt jazyka nad P. Pak w € ™ je oddélitelné od K,
existuje-li klauzule y oddélujici w od K, tj. takova, ze w ¢ M(x) 2 K; jinak je w neoddélitelné od
K. Tiida K je uzaviend, je-li kazdé w € ™2 — K oddélitelné od K. T¥ida K je oteviend, je-li 2 — K
uzaviend. Ttida K je obojetnd, je-li uzaviend i oteviena. Ziejmé plati:
Trida K C 2 je oteviend < pro kazdé v € K existuje klauzule x s v € M(—y) C K.

VETA 3.4.6. Bud K tiida modeli jazyka nad P.

1) K je aziomatizovatelnd, prdvé kdyz je uzaviend.

2) K je konecné axiomatizovatelnd, prdvé kdyz je obojetnd.

3) a) Obor obojetnych tiid modeli jazyka nad P tvofi prdvé algebru AMp (vizB.210.)

b) Trida K je uzaviend resp. oteviend, prdvé kdyz je prinikem resp. sjednocenim neprdzdné
mnoziny obojetnych mnozin. Obor uzavienych resp. otevienych trid modeli jazyka nad P je
uzavieny na (),U resp. |J,N. Jednoprvkové tridy, tj. tvaru {v} s v € 2, jsou uzaviené.

c) K # 0, je-li K centrovand mnoZina uzaviengch mnoZin.

Diikaz. Poznamenejme nejprve, ze kazda teorie je ekvivalentni teorii s axiomatikou tvorenou klau-
zulemi.

1) a) Bud K = M(T) a T' z klauzuli; je K = [, ., M(x). Pak w neoddélitelné od K lezi v kazdém
M(x) pro x € T a tedy w € K. b) Bud K uzavienad. Bud T" = {x; x je klauzule a K C M(x)};
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dokézeme K = M(T') = (N, ¢ M(x). Jasné K C M(T'). Pro w € 2 — K je w oddéleno od K néjakou
klauzuli y, tj. w € M(x) 2 K. Je x € T a tedy w ¢ M(T), coz jsme méli dokdzat.

2) Protoze tfida K je kone¢né axiomatizovatelna, pravé kdyz ona i jeji komplement jsou axio-
matizovatelné, plyne dokazované z 1).

3) a) Podle 2) jsou jsou obojetné tfidy pravé tvaru M(p), kde ¢ je vyrok nad P. To jsou
pravé prvky algebry AMY. b) Zejmé uzaviené tiidy jsou pravé tvaru () oeT M(p), kde T je néjaka
neprazdna P-teorie, a kazdé M(p) je obojetnd. Tvrzeni pro oteviené tiidy plyne pfechodem ke
komplementu. Jednoprvkovéa tiida je axiomatizovatelnd. ¢) Pro K € K bud Tk teorie s M(Tk) = K.
N K = MU Tk) a teorie | J Tk ma model, nebot kazdy jeji koneény fragment ma model. O

3.5 Syntaktické diukazové metody.

3.5.1. Syntaktické dikazové metody prokazuji dokazatelnost formuli (v néjaké dané teorii T, to
jest vztah T'F ) jen pomoci syntaktickych pojmt, tj. bez uziti pojmu modelu, pravdivosti a véty
o kompletnosti. Typicky se uzivaji:

— Jiz syntakticky prokdzana dokazatelnost néjakych formuli (specidlné pak axiomi).
— Pravidlo MP, véta o dedukci, diikaz sporem a indukce na teorémech ¢i dle délky formule.
— Obraty nasledujiciho tvaru, jsou-li zdivodnény syntaktickou argumentaci:

THe,....,THo, =Tk p, pokud pi,...,p,, e spliuji — — —, (3.7

Obrattim tvaru ([B71) fikejme neformalné (syntaktickd) dikazovd pravidla; pojem zavddime jen
k jistému zptehlednéni vyjadfovani. Uvedme napt., ze z T + ¢ — 1 plyne trividlné dikazové
pravidlo T + ¢ = T + 1. MuZeme tedy uzivat jako dikazové pravidlo T+ ¢ = T F ——p dle b)
z Daéle také dikazové pravidlo T F ¢ = T F ¢ — ¢ plynouci z (PL1) apod. Dalsi takova
pravidla jsou obsaZena napf. v 3). Jiné dikazové pravidlo je obsaZeno v ve formulaci
b). Syntakticky prokazané jsou zatim
F o — ¢ (viz[BI4), a) —e) z[BTH

Na a) —e) z se budeme déle odvoldvat jako na [a] — [e].

Abychom se mohli tsporné vyjadfovat, ozna¢me pro dvé mnoziny formuli 7', S vlastnost, Ze
kazda formule z S je dokazatelnd v T'; symbolem

THS.

Znamend to prave, ze Thm(S) C Thm(T), nebot T+ S < S C Thm(7T') < Thm(S) C Thm(T);
to plyne diky zndmym vlastnostem uzdvéru Thm. Ziejmé déle T - S a S - S = T + 5
tomuto tvrzeni fikejme tranzitivita dedukce. Specidlnim pripadem je tranzitivita —: T F @ — 1 a
Ty =Y =TkFep—Y. MistoT+F S aSF .S mizeme psat struéné T+ S+ S’.

TVRZENI 3.5.2.

1) a) p&y e b) o, vFe&y
2) a) povE{p =YY — e} b) {¢ =Y, —=pthped
3) THo&y & TreaTky

Ty & TRHe—=Y a THY =@
Pravidlo tranzitivity <>: TH o Y aTH Y x=>THpox

Diikaz. Hlavni kroky dikazu piseme do sloupce vlevo, vpravo pak argumentaci pro platnost kroku
(opirajici se o platnost predeslych kroki); ptitom [z] je odvolani na polozku x) z[3.1.5]
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1) Pfipomenime, ze ¢ & ¥ je —(p — —p).

a
) p&ilt o p&ipy
Foe = (=) [al FY = (p— ) (PLI)
F=(p — =) = —=¢ [c], MP F=(e = ) = - [c], MP
Falp— ) = o [b], tranzitivita — | - =(¢ = ) = ¢ [b], tranzitivita —
p&yYto véta o dedukci p& Y véta o dedukci
b)

Fo = (mmh = =(e = ) [d]
ok (=Y = —(p = ) véta o dedukei
e, Y F (e — ) [b], véta o dedukei
2) Protoze ¢ <> v je ¢ — ¢ & ¢ — ¢, plyne tvrzeni ihned z 1).
3) Ekvivalence o &. Z T + ¢ & 1 plyne pomoci 1) a) T F {p, ¢}, tj. = plati. Obdobné
pomoci 1) b) plyne <. Ekvivalence o ++ se dokéZe stejné pomoci 2). Pravidlo tranzitivity <> plyne
z predeslé < az 1), 2). O

TVRZENI 3.5.3. Ndsledugjici ekvivalence jsou dokazatelné:

1) v < (p&y) idempotence &
2) &Y = Y& komutativita &
3) (&) &x & & (W&x) asociativita &
4) o &P reflecivita <>
5) () & Wep) symetrie <

6) o & idempotence —

Duikaz. 1) Z 1) a véty o dedukci mame - ¢ — (¢ & @), F (¢ & ¢) — ¢, dle 2) tedy
Foe (p&ep). 2)DeBi2A1) je p &Y F{p, ¥} F{, 0} FY &, tj. - (p &) = (¥ & ).
Tudiz i F (¢ & ¢) — (p & ¥) a dokazovand ekvivalence plyne z 2). 3) se dokéze zcela
obdobné.

4) Je ko — p, dleBE23) tedy i - ¢ + .

oo vt =&Y — oY — o0& p— 1< puzitim definice <+ a komutativity &.

6) Je ko = o, F oo — @ dle [b], dle BE23) tedy i F ¢ <~ O

TVRZENI 3.5.4. Ndsledujici ekvivalence jsou dokazatelné:

D (1222 (on—=9)0)) < (pr&p&-&pn) =)
2) (pey) & (p—=9) & @ — )
3) (per) o (mp e )

Driikaz. 1) Stac¢i ukdzat dokazatelnost — a <—; tvrzeni pak plyne z 2) b). Dokazme — indukci
dle n. UZitim 1), MP a indukéniho pfedpokladu méme
{or & (2 & & pn), (o1 = (02 = (- (pn = ¥)--)))} F
{@2&"'&@71’(;02_)("'(@71_>w)"')} [ w

Zcela stejné plyne <.

2) Staéi ukézat dokazatelnost — a <—; tvrzeni pak plyne z[35.2/2) b). Implikace — plyne z[B5.2]
2) a), 1) b) a tranzitivity dedukce, implikace + z 1) a), 2) b) a tranzitivity dedukce.

3) Staéi ukazat dokazatelnost — a <—; tvrzeni pak plyne z 2) b). Implikace —. ¢ «
Y, —o B A{Y = ¢, mp}  {—p = 1, ~p} - 9 uzitim B52) [¢], MP; tedy ¢ > ¢ F —p — -
Zcela stejné plyne @ <> 9 = —p — —p. Dle 2) b) tedy ¢ <> ¥ F —p « =) a dle véty o
dedukei i F (¢ > ) — (—¢ > ). Implikace < plyne zcela analogicky. O

TVRZENI 3.5.5. (O ekvivalenci.) Vznikne-li formule ¢’ z ¢ nahrazenim nékterého vyskytu pod-
formule v formuli 1), tak

a) Yo =5 pe ¢, b)TEY <Y =TEee ¢.
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Dikaz. Jasné je b) disledkem a). Dokazujeme a). Je-li nahrazovany vyskyt ¢ celd formule ¢, je
@ rovno 9P a ¢’ rovno ¢’ a dokazované mé tvar F (¢ < ') = (¢ < '), coz plati diky F x — x.
Daéle necht nahrazovany vyskyt ¢ neni celd formule . Dokazujme indukci na vyrocich. Je-li ¢
prvovyrok, je ¢’ rovno ¢ a jasné to plati.

Bud ¢ tvaru —pg. Mame

Y Y o g e < g o e @
prvé b plyne z indukéniho predpokladu a z véty o dedukei, druhé F z B354 3). Véta o dedukei da
Foveoy — oo .

Bud ¢ tvaru @9 — 1. Pak ¢’ je ¢y — ¢} s tim, Ze v nékterém ¢, nahrazen{ neprovadime;
pak je ¢} rovno ;. Sta¢i dokdzat: ¢ <> ¢’ F ¢ < ¢'. Indukéni pfedpoklad je ¢ < ¢’ F {po +
0o, 1 ¢ ©1 ). Pak ¢ & ' oo = 1,05 F ] a véta o dedukei dd ¢ < ' F ((po — 1) —
(ph = 1)), tj. ¥ & V' F o — . Zcela analogicky 9 < ¢’ - ¢’ — . Celkem diky 3) pak
R A SRR O

TVRZENI 3.5.6. Ndsledujici ekvivalence jsou dokazatelné:

1) (&) & (—pV ) de Morganiv vztah

2) (V) & (mp &) de Morganiv vztah

3) © & Ve idempotence V

4) VY & PV komutativita V

5 (pVY)Vx < eV(@Vy) asociativita V

Diikaz. 1) Nasledujici ekvivalence jsou dokazatelné; vpravo je uveden argument:
(& V) & (= ) zavedeni &

7 RV F-=x & x
e e () véta o ekvivalenci, - x <> —-—x
& eV zavedeni V.

Z pravidla tranzitivity <> plyne —(p & ) <> (= V ).

2) plyne stejné, jako 1).

3) — 5) plynou snadno z odpovidajicich vlastnosti &, de Morganovych vztahi a jiz dokdzanych
vlastnosti <. O

Podobné lze dale syntakticky dokéazat pravidlo rozbor piipadi:
THeVY)=>x & ThHe—=x a THY— x).
Pomoci néj pak distributivnost konjunkce a disjunkce a dalsi a dalsi tvrzeni. Specidlné tak syn-
takticky dokdzeme vyrokovou variantu (A zménéno na &, = na <) booleovskych axiomi, coZ je
asociativita, komutativita, distributivita V, A, absorbce 2 V (z Ay) = = = 2 A (x V y), komplemen-
tace z V (—z) = 1,z A (—z) = 0, a zdkladnich booleovskych identit, coZ je idempotence z V z = z,
ANz =z, —(—z)=zx,extremalitazV1=1 xA0=0,neutralitax V0 =2z, xA1l=uz, De
Morgan x Ay = —(—z V —y), xVy=—(—zA—y).

3.6 Problém splnitelnosti. Rezoluce.

Zékladni tlohou problému splnitelnosti je najit odpovéd na otdzku, zda dany vyrok ¢ je splnitelny
¢ili zda m4a model a objasnit, do jaké miry je tato odpovéd dana efektivné. Mluvime pak o tiloze SAT
pro . Uloha je jisté fesitelna algoritmicky tak, Ze se po&ita v(p) pro v € V()2 Diilezité je zjistit
Casovou slozitost tohoto algoritmu, kterou mizeme chapat jako pocet kroktu vedouci k vysledku
v zévislosti na velikosti vstupu. Rik4 se, 7e algoritmus pracuje v ¢ase f(n), kde f : N — N, kdyz
pro kazdy vstup x potiebuje algoritmus f(velikost(z)) krokii k poskytnuti vysledku. Rika se déle,
7e f roste nejvyse jako g, pokud existuji ng, ¢ € N tak, ze pro kazdé n > ng je f(n) < c-g(n); pise se
pak f € O(g). Pokud algoritmus pracuje v ¢ase f(n) s f z O(g), Tika se, ze pracuje v ¢ase O(g(n)).
Za efektivni fesitelnost se povazuje algoritmické fesitelnost v polynomialnim ¢ase, tj. v O(n¥) pro
néjaké k € N. Ttida tloh fesitelnych v polynomidlnim ¢ase se zna¢i P. Neni obtizné zjistit, ze
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algoritmus poéitajici v(y) je v O(n?), v disledku éehoz tiloha SAT pro kazdou formuli je Fesitelna
algoritmem pracujicim v ¢ase O(n? - 2") &ili v exponencidlnim ¢ase. Lze viak ukazat, Ze SAT je
ve tfidé NP vsSech tloh Tesitelnych nedeterministicky, tj. nedeterministickym Turingovym strojem,
v polynomialnim ¢ase. Navic lze kazdou tilohu A z NP pievést na SAT polynomialnim algoritmem;
piSeme A <, SAT. Obé zminéné vlastnosti SAT pak znamenaji, ze SAT je NP-kompletni; toto
tvrzeni se jmenuje Cookova véta. Zasadnim problémem je, zda P = NP; pfitom inkluze C plati.
Pokud by platila rovnost, dostali bychom, #e SAT je v P. Uloha najit model daného vyroku ¢
v CNF se nazyva CNFSAT.

Rezoluce.
Ukazeme tzv. metodu rezoluce, pomoci které 1ze zjistit, pravé kdy je dana mnozina T' vyroko-
vych klauzuli splnitelnd (¢ili ma model).
3.6.1. MnozZinova reprezentace mnoziny klauzuli. Rezoluéni operace a uzaveér.
Pro literal A tvaru p resp. —p bud X literal —p resp. p.

1. Je-li x klauzule, je °x jeji mnoZinova reprezentace — viz [3.2.4l Je-li T' mnozina klauzuli, bud
°T={xeT}

mnoZinovd reprezentace teorie T. Takové °T je mnozina konecnych mnozin literald.

2. Bud v ohodnoceni prvovyrokti. Pro koneénou mnozinu K literalti a mnozinu X koneénych
mnozin literalt definujeme:

9(K) = sup{v(A\); A € K}, vEK < 9(K) =1 pro kazdé K € K.

Ztejmé plati: (K) je 1 resp. 0, pravé kdy# existuje resp. neexistuje A € K s v(\) = 1; specialné
je 9(P) = 0 a neni v[={0}. Pfitom je v=(). Déle pro klauzuli x plati v(x) = 0(°x).

3. Rezolucni operace R je zobrazeni, které kazdym konednym mnozinam literald K, K’ a literdlu
A priradi kone¢nou mnozinu literald takto:

R(K,K''\) = (K- {A})U(K' —{)\}),pokud \e K —K'aX€ K' - K. (3.8)
Poskytuje rezolventu (K —{\}) U (K’ — {)}) nebo neni definovéna. Rikdme dale, ze A € K — K’
a X € K'— K je podminka rezoluce a zna¢ime ji struéné (K, K',\).
4. Rezolucni uzavér mnoziny K koneénych mnozin literala je nejmensi nadmnozina K, uzaviena
na vSechny operace R(x, x,\), kde A je literdl; znacime ji Rel(K).

VETA 3.6.2. (O vyrokové rezoluci.) MnoZina T klauzuli md model, pravé kdy? () ¢ Recl(°T).

Diikaz. =. Pro koneéné mnoziny literdla K, K’, literdl A, mnozinu K kone¢nych mnozin literéld,
ohodnoceni v prvovyrokt a mnozinu 7" klauzuli méame
a) vE{K', K} = vER(K,K’,)\) (pokud (K, K’,\)), b) vEK = vERel(K),
¢) T mé model = 0 ¢ Rel(°T).

a) plati, nebot kdyz v= {K’, K}, zv(\) = 0 plyne o(K —{\}) = Lazv(\) = 1 plyne 5(K' —{)\}) =
1, coz dava v R(K, K’, ). b) je piimy dtisledek a) a c) diisledek b), nebot ©(f)) = 0 pro kazdé
ohodnoceni v prvovyroku.

<. Necht ) ¢ Rcl(°T). Najdeme model v teorie T'. Staéi najit model pro kazdy koneény frag-
ment teorie T'; miizeme tedy predpokladat, Ze T' je nad né€jakymi konecné prvovyroky po, ..., Pm_1-
Najdeme vy, : {Po,---sPm—1} — 2 8 U, =°T; pak oviem vy, = T.

Ozna¢me K = Rcl(°T) a bud pron < m

Kn={KeK; KC{po,---,pn-1}U{"Dgs--»Pp_1} apn-1 € K nebo -p,_1 € K}.
Diky 0§ ¢ K mame Ko = 0, K = Ugp,<p Kn-
Pro0<n<maw:{pg,...,pn2} — 2 fekneme, ze K € K,, je w-senzitivni, kdyz
(a) pro kazdé A € K — {pp—1, "pn—1} je w(X) =0,  (b) {pn-1,7Pp-1} K.
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Pron <maw:{po,...,pn_1} = 25w J,,, K; plati pravé jedna z nasledujicich alternativ:

(%*)w P je v kazdém w-senzitivnim K € k)41,
(%%)  —Pp je v kazdém w-senzitivnim K € Ky .
Dokazme to sporem. Pfedpokladejme, Ze pro n (< m) to neplati. Pak existuji w-senzitivni K, K’
2z Knt1 s pn € K, —p, € K'. Diky (b) plati (K, K’ p,). Ozna¢me Ko = R(K, K',p,); je Ko € K;
pro néjaké 0 < i < n. Specidlné mame wp= K;, tedy i wE Ko a pak pro né&jaké A € Ky je w(\) = 1.
Je ovSem A € K U K, diky w-senzitivité K, K’ tedy w(\) = 0 — spor.
Pro n < m sestrojime indukci v, : {po,...,pn_1} — 2 tak, Ze vg = 0 a pro 0 < n plati:

l)n Un—1 € Up,

i), vaf= Uign K.
Necht v,, s néjakym n < m jiz mame; najdeme v,41 jako v, U {{pn,k)} s vhodnym k < 2 tak,
aby platilo ii),,4+1. KdyZ neexistuje v,-senzitivni K € IC,, 11, bud k < 2 libovolné. Pak plati ii),,41.
Kdyz existuje v,-senzitivni K € K41, bud k = 1, plati-li (x),, a k = 0 jinak. Pak platiii),;+;. O

Rezoluéni strom.

3.6.3. Rezoluc¢ni strom.

Bud T mnozina klauzuli. ,Vznik“ K z Rcl(°T) zndzoriwuje tzv. rezoluéni strom pro K v T. Je
to koneény strom s kofenem, u jehoz kazdého vrcholu je uveden néjaky prvek z Rel(°T), K je u
kofene, do kazdého vrcholu nevstupuje bud zddnd hrana (tj. jde o list) a pak je u néj prvek z °T,
nebo do néj vstupuji pravé dvé hrany a pak je u néj rezolventa z formuli u vrcholt, z nichz hrany
vstupuji.

PRIKLAD 3.6.4.
{p, q,r, s}-teorie T {gVpVg-pVqgVrgV -r,ogV s, st

Mnozinové reprezentace T:  {{p,q}, {-p,q,7},{q, 7}, {~q, s}, {s}}.
Rezoluéni strom pro () v 71":

{p.q¢} {-p,q,7}

N/
o~} Aory  {esh {8
N/ N/

{a} {—q}
\ /

0

Teorie T' nemd model dle véty o vyrokové rezoluci, nebot () € Rel(°T).
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3.7 Vicehodnotova logika.

Ukézeme jisté abstraktni zobecnéni vyrokové sémantiky. Pomoci ni prokédzeme nevyvoditelnost
nékterych axioma vyrokové logiky z jinych.
3.7.1. Vyrokova evaluace a sémantika nad ni.

1. Viyrokovd evaluace je struktura V = (V, =V, V) kde

{0,1} €V, -V je unéarni funkce, —V je binarni funkce.

2. Pro ohodnoceni v : P — V vyrokovych proménnych ve V je hodnota vV(p) viroku ¢ je
sestrojend rekurzi pravidly:

W(p) =v(p)jelipzP, vV(~p) =V (0V(9), V(e =) =1"(p) =V V().
Rikdme, 7ze V je MP-korektni, pokud plati: (vV(¢) =1 avV(p =) =1) = vV(¢) = 1.
Specialnim pfipadem je vyrokova evaluace (2, —1,—1), o které mluvime jako o klasické dvou-

hodnotové vyrokové evaluaci. Nad ni je sestrojena klasickd dvouhodnotova sémantika vyroki.
Sestrojime analogicky sémantiku nad V. Bud ¢ € VFp, T, S C VFp, v: P — V.

o v =V ¢ znadi, ze vV(p) = 1.

e v =V T znadi, ze v =¥ ¢ pro kazdé p z T. Tedy v =¥ () pro kazdé v: P — V.

e T =V presp. T =Y S znadi, ze v =V T = v =Y p resp. v =Y S. Je-li T' = (), nepiseme je.

e ¢ je V-tautologie, kdyz =V .

TVRZENI 3.7.2. (O korektnosti.) NechtV je MP-korektni vijrokovd evaluace a T C VFp. Kdyz
¢ je {MP}-odvozeno z T, tak T |=" .

Driikaz. Indukei na prvcich z {MP}T). Pro ¢ z T to plati a indukéni krok plyne z MP-korektnosti
V. O

3.7.3. Bud T tvofeno pravé schematy (PL1),(PL2). Vyrokové evaluace V. = (3,~',—') a W =
(3,-",—=") jsou dany takto:
!/

- =10 1 2 - =" je =
01 0 [1 1 1 01
110 1 /0 1 2 1|0
2|0 2 /0 1 1 2 |2

A) Plati:
a) V je MP-korektni a =Y T'U {p — (—¢ — 9)}. Specialné T =Y ¢ — (—¢ — ).
b) Pro riizné prvovyroky p, ¢ plati: Neni =Y (-p — =q) = (¢ — p).

Axiom (—¢ — =) — (¢ — @) neni {MP }-odvozeny z T.
Drikaz. a) MP-korektnost je ziejma. vV (x) = 1 pro x z TU{¢ — (=@ — 1)} se zjisti propoctem. b)
Bud v(p) =2, v(q) = 1. Pak vV ((-p = =q) = (¢ —=p))=(0—-'0) =" (1='2)=1='2=2. O
B) Plati:

a) W je MP-korektni a =W T.

b) Pro rtizné prvovyroky p,q plati: Neni W p — (=p — q).
Formule p — (—p — ¢) neni {MP }-odvozena z T
Jevsak T EY p — (—p — q).

Diikaz. a) MP-korektnost je ziejma a vV (x) = 1 pro x z T se zjisti propoétem. b) Bud v(p) = 2,
v(g) = 0. Pak vW(p = (—p = ¢)) =2 =" (=2 =" 0) = 2 =" 0 = 0. Odtud a z B2 plyne, Ze
formule p — (=p — ¢) neni {MP}-odvozena z T. Koneéné T =Y p — (-p — q) vime z A), a). [
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3.8 Poznamky.



Kapitola 4

Kompletnost predikatové logiky

4.1 Elementarni teorie dokazovani. Prenexni tvar formuli.

Z3akladni vlastnosti dedukce.

Pfipomenme, Ze formule jazyka L predikatové logiky jsou vyroky nad prvovyroky Pj, kterymi
jsou pravé vSechny atomické a kvantifikdtorem zacinajici L-formule. V tomto smyslu dedukce
predikatové logiky obsahuje dedukci vyrokové logiky. Specialné je kazda tautologie dokazatelna
v predikdtové logice. ProtoZe vSechny vztahy z[2Z2.T4] piSeme-li tam F misto |=, plynou z jistych
tautologii a uzitim pravidla modus ponens, plati i v predikatové logice. Shriime to:

TVRZENI 4.1.1. (Zakladni deduktivni obraty.)
1) KaZdd tautologie je dokazatelnd v predikdtové logice.
2) Plati tvrzeni z[22.14], kde piseme b misto |=. Specidlné plati ndsledujici pravidla.
Rozbor pripadii: TH(eVY)=x < (The—=x a TkHY—y).

Konjunkce: THpaTkHY < TFe&ip.
Tranzitivita implikace: ThHo =Y aTkHYv—=>x = TFep—x.

TVRZENI 4.1.2. Bud ¢ néjakd L-formule a T bud L-teorie.
1) (O uzavéru.) TH o< T ¢, je-li ¢ uzdvér o.
2) (O instanci.) Tk = TF ¢, je-li ¢’ instance ¢. Implikaci nelze obrdtit.

Diikaz. 1) Implikace = plyne ihned z pravidla generalizace, opa¢nd uZitim axiomu substituce a
pravidla modus ponens. 2) Necht T + . Je-li ¢’ tvaru ¢(x1/t1,x2,...,2,), plati to na zdkladé
generalizace, axiomu substituce a pravidla modus ponens. Necht ¢’ je formule (21 /t1, ..., 2, /th);
Y1, - -, Yn budte riizné proménné nepattici ani ¢ ani ¢’. Podle jiz dokdzaného plati T' F g, kde
o je e(x1/y1,- -, Tn/Yn), nebot zde simultinni substituovani vede k témuz, jako postupné. Touz
argumentaci dostaneme T b ©o(y1/t1,...,Yn/tn) & posledni formule je jasné ¢’. Implikaci nelze
obrétit, nebot pro ¢ rovno z = 0 je T+ ¢(x/0), nemusi ale byt T F . O
Sémantickd, jasné platnd, verze tvrzeni o uzavéru ¥ka: je-li ¢’ uzdvér ¢, tak

AEp e AE Y. (4.1)

TVRZENI 4.1.3. Pro teorii T plati:
a) THL <« T jespornd.
b) THL+< e < ¢ jevyvratitelnd v T.
c) THET o9 < ¢ jedokazatelnd vT.
d) T je ekvivalentni s L(T)-teorii T' = {g.c.(¢); ¢ € T}, kde g.c.(p) je uzdver ¢.

7
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Diikaz. Formule T je @9 — g pro jisté @9 a L je =T. a) Implikace < je jasnd, dokazujeme =-.
Kdyz T+ L, diky - ¢ = ¢, b ¢ = (¢ = x) a modus ponens mdme T  x pro kazdou L(T)-
formuli x. b) i) Bud T F —¢. Jelikoz =¢ — (¢ — L) je tautologie, modus ponens d& T+ ¢ — L.
Jelikoz 1 — ¢ je tautologie, mame T F 1 — . Podle zakladnich deduktivnich obrati — viz [E1.1]
—-jeTkHYy e xeoThHY > xaTkyx =Y, tedy TH L« pplati. ii) Bud T + L + ¢. Pak
T+ =L < —p diky tautologii (L <> ¢) <> (=L <> —¢) a uzitim modus ponens. Protoze T'+ —L
méme koneéné T + —p. ¢) jako b). d) Z tvrzeni o uzévéru plyne, %e kazdy axiom T je dokazatelny
v T’ a naopak, tudiz je T ekvivalentni s T". O

Teorémy logiky a pravidla dokazovani.

TVRZENI 4.1.4. Budte o, formule teorie T.

1) Fp(z/t) = (Br)e.
2) (Pravidlo V-zavedeni.) T+ ¢ — ¢ = T+ ¢ — (Yx)v, pokud x neni volnd proménnd .
3) (Pravidlo 3-zavedeni.) T+ ¢ — ¢ = T + (3x)p — 1, pokud = neni volnd proménnd 1.

Dikaz. 1) Je F (Vx)—¢ — —p(z/t), tedy pomoci tautologie a modus ponens také b o(z/t) —
—(Vx)—p a tvrzeni plyne z definice 3.

2) Pravidlo generalizace d& T+ (Vz)(p — v), (Va)(¢ — ¢) — (¢ — (Vz)y) je axiom V-
zavedeni, uzitim modus ponens pak plyne T+ ¢ — (V).

3) Je T+ —p — —¢ pomoci modus ponens z F (¢ — ¢) = (- = —p) a T F ¢ — 1, dile je
T F = — (Va)-¢ dle pravidla V-zavedeni; T + (3x)¢ — ¢ plyne pomoci zfejmych tautologii a
z definice 3. O

VETA 4.1.5. Budte @, néjaké L-formule, T bud L-teorie.

1) (O konstantéch.) T+ ¢ < T’ + ¢(z1/c1,...,xn/cpn), pokud je T' extenze T o nové kon-
stantni symboly c1, ..., cn (a Zddng novy mimologicky axiom).

2) (O dedukeci.) Kdyz ¢ je sentence, tak T H v — o < T, F .
3) (Dikaz sporem.) Kdyz ¢ je sentence, tak (T,—~pt L) =Tk .

Dikaz. 1) Ziejmé T + ¢ = T' F ¢ = T + ¢(x1/c1,...,2,/cy). Necht naopak plati vztah
T+ ¢(x1/c1,...,xn/cpn); bud D piislusny dikaz a yq,...,y, rizné proménné, nepatiici zadné
formuli z D. Nahradime-li v D kazdy vyskyt ¢; proménnou y;, ¢ = 1,...,n, ziskdme tak dikaz
v T formule ¢¢ tvaru ¢(x1/y1, ..., %n/yn), nebot z kazdého logického axiomu ziskdme uvedenym
nahrazenim logicky axiom, mimologické se novych konstant netykaji a z aplikace pravidla se opét
stane aplikace pravidla. JelikoZ ¢ je @o(y1/21,...,Yn/Zn), mdme T ¢ podle tvrzeni o instanci.

2) Implikace = plyne ihned uzitim modus ponens, dokonce bez predpokladu, Ze 1 je sentence.
Bud nyni T,  ¢; dokdzeme T + 1) — ¢, a to indukei na teorémech teorie T, 1.

Bud ¢ axiom teorie T, 1. Je-li ¢ rovno 1, je 1) — ¢ tautologie, tedy je dokazatelna v T'. Je-li
o axiom T, plyne z axiomu ¢ — (¢ — ¢) uzitim modus ponens zaddané T+ 1 — .

Bud ¢ odvozeno pomoci modus ponens z x, x — ¢ a pro x, X — ¢ necht to plati. Odtud a z
axiomu ¥ — (x = ¢) = (¥ = x) = (¥ = ¢)) uzitim modus ponens ziskdme T F ¢ — .

Bud ¢ odvozeno generalizaci z x a pro x necht tvrzeni plati; ¢ je (Vz)x. Pak T F ¢ — x da
indukéni pfedpoklad a pravidlo V-zavedeni da T F ¢ — .

3)ZT,—~pt L plyne T+ —p — L uzitim véty o dedukci. Pomoci tautologii (—¢p — 1) —
(T =), (T = ¢) = ¢ a modus ponens pak T F . O

VETA 4.1.6.

1) (Pravidlo distribuce kvantifikatoru.) Kdyz Q je V nebo 3, tak
Trhe—=v) = TH(Qz)p— (Qu)y.
2) (O ekvivalenci.) Necht formule ¢’ se ziskd z ¢ nahrazenim nékterych vygskytd podformuli
Ui, ..., Uy, po Tadé formulemi Yy, ..., Y),. Pak plati
(T Y, T, oY) = Theps .
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3)
1)

(O variantach.) Je-li ¢’ varianta o, tak b ¢ < ¢'.

(

a) F(Qx)(¢ = ¥) & (¢ = (Qu)Y), nemd-li x volny vyskyt ve p a Q je kvantifikdtor.

b) F(Qz)(e = ¥) < (Q'x)p — ¥), nemd-li x volng vyskyt ve ¥, Q je kvantifikdtor a Q'
je 3 resp. V, pokud Q je ¥ resp. 3.

c) F(Qx)(p o ¥) < (Qx)p o ), nemd-li x volny vyskyt ve ¥, Q je kvantifikdtor a o je
& nebo V.

Vytykani kvantifikdtort.)

Dikaz. 1) Z axiomu (Vz)p — ¢ a T F ¢ — ¢ plyne T + (Va)p — ¢ a uZitim pravidla V-zavedeni
pozadované T + (Vx)p — (Vz)i. Tvrzeni pro @ rovno 3 plyne z dokézaného a z definice 3.

2) Indukci dle slozitosti . Je-li ¢ atomickd, ¢’ je ¢ nebo nékteré ¢} a ¢ je 1;; tvrzeni pak jasné
plati. Indukéni krok pro negaci a implikaci je snadny a pro obecnou kvantifikaci plyne z pravidla
distribuce V.

3) Diky tvrzeni o ekvivalenci a definici varianty sta¢i zfejmé dokédzat, ze - (Va )y < (Vy)v(z/y),
neni-li proménna y volna ve 1. Oznaéme ¥ (z/y) jako ¢'; ziejmé o' (y/x) je . Jak (Vy)y' — 1,
tak (V)i — 1’ je axiom substituce; pomoci pravidla V-zavedeni dostaneme snadno dokazovanou
ekvivalenci.

4) a) Bud @ rovno V. Stadi dokézat <. (V) — ) — ((¢ = (Vo)) = (¢ = ¥)) je
tautologie a jeji predpoklad je axiom substituce; pomoci modus ponens a pravidla V-zavedeni
dostaneme zadanou implikaci.

Bud @ rovno 3. Dokdzeme —. Jako vyse je (v — (Fx)y) — (¢ = ¥) = (¢ — (3Fx)v))
tautologie a - ¢ — (Jx)y, tedy F (¢ — ) = (p — (Fx)). Uzitim pravidla I-zavedeni ziskdme
dokazovany vztah.

Dokézeme <. Plati - = — (3z)(¢ — ¢¥) (nebot F (¢ — ¢) = (3z)(¢ — ¢) diky EI4 1)
a - — (¢ — 1) je tautologie) a déle F (x)p — (Fz)(¢ — ) (uZitim pravidla distribuce na
tautologii ¥ — (¢ — v)). Pravidlo rozbor pfipadi, - (—¢ V (F2)¢) < (¢ — (3z)v) a tvrzeni o
ekvivalenci daji F (¢ — (Fz)v) — (3x) (¢ — V).

b) plyne 2 a), wiijeme-li F (~) — (Qz)~¢) & (Qz)p = ¥) 2k (p = ) & (= = ).

¢) plyne z a), b) a ekvivalentu ¢ pomoci —. O

Prenexni tvar formuli.

4.1.7. Prenexni tvar formuli. Prenexni operace.

1. Formule ¢ je v preneznim tvaru, ma-li tvar (Q121) ... (Qnxy )y, kde Q; je Vnebo 3, x4, ..., 2z,
jsou navzdjem rizné proménné a 1 je oteviend formule; (Qqx1) ... (Qnx,) se nazyva prefix a 1
otevrené jdadro .

2. Prenexnt operace na formulich jsou dany pravidly pa) — pf), pficemz @’ je I resp. V, kdyz
Q@ je V resp. 3 a ¢ je & nebo V; nahrazend a nahrazujici formule jsou za uvedenych predpokladi
logicky ekvivalentni diky tvrzeni o variantach, o vytykani kvantifikdtorti a zavedeni 3.

pa) Nahrad podformuli jeji variantou.
) Nahrad podformuli ~(Qx)v za (Q'x)—.
) Nahrad podformuli (Qx)y ¢ x za (Qx)(¢ ¢ x), neni-li z volna v x.
pd) Nahrad podformuli ¢ ¢ (Qz)x za (Qz)(x) ¢ X), neni-li x volna ve .
) Nahrad podformuli (Qz)y — x za (Q :17)(¢ X), neni-li z volnd v x.
) Nahrad podformuli ¢» — (Qz)x za (Qz)(» — x), neni-li z volna ve 1.

VETA 4.1.8. (O prenexnim tvaru.) Ke kazdé formuli lze nalézt pomoci prenexnich operaci formuli
v prenexnim tvaru s ni ekvivalentns.

Diikaz. Ozna¢me ¢’ formuli v prenexnim tvaru ekvivalentni s . Dokazujeme tvrzeni indukei dle
slozitosti . Atomickd ¢ je v prenexnim tvaru. Je-li ¢ tvaru —), ziskdme ¢’ z —1)’ po postupné
aplikaci pb) a uZitim tvrzeni o ekvivalenci. Podobné, je-li ¢ tvaru ¥ — x, pomoci pa) lze docilit,
%e proménné v prefixech v, ¥’ jsou riizné a navic jsou riizné od proménnjch volnych v 1/, x’
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Aplikaci pe), pf) ziskdme ¢’. Pro ¢ tvaru (Vz)y je ¢ ekvivalentni (Vz)1)' a pomoci tvrzeni pa)

docilime, aby vSechny proménné v prefixu byly ruzné. O
Teorémy s kvantifikatory.

TVRZENI 4.1.9. (Teorémy s kvantifikdtory.) Ndsledujici formule jsou logicky dokazatelné, pricems
Q je kvantifikdtor.

a)  (Vo)(p &) < (Vo) & (Vr)y (Fx) (e V ¥) & (Fz)e V (32)0
b)  (Gx)(p &) = Cr)e & Gr)y (Vo) V (Vo) — (Vz)(p V1)

o)  (Vz)(Vy)p < (Vy)(Vo)p (32)(Fy)y < (By)Br)e

d) (Fz)My)e = Vy)(Ex)e (Qx)p <> @, neni-li © volnd ve ¢
e) Implikace — v b) a d) nelze obrdtit.

Diikaz. Dokézeme nejprve

i) F(Q2)(p &) = (Qr)p & (Qz)y, i) F (Vo) & (Vz)P — (Vo) (0 & ).
Necht L-formule ¢, maji vSechny volné proménné mezi x, x1,...,z,. Budte dile ci, ..., c, nové
konstantni symboly, T' prazdnd teorie v jazyce L U {c1,...,c,} a ¢’ resp. ¢’ formule

o(x,z1/c1,...,xn/cn) tesp. Y(x,x1/c1, ..., Tn/Cn).
i) Mame F (Qz)(p & ¢) — (Qx)¢, (Qx)Y z pravidla distribuce. Odtud plyne

T,(Qz)(¢' & ¢') - (Qz)¢’, (Qu)y
a pomoci vét o dedukci a o konstantach dostavame i). ii) Uzitim axiomu substituce, tvrzeni o
tautologiich a modus ponens dostaneme T, (Vz)y', (Vz)y' b ¢ & 9’. Uzitim generalizace a vét o
dedukei a konstantach dostaneme ii).

Prva formule z a) plyne snadno z i), ii), druhd snadno z prvé, prva formule z b) z i), druha
snadno z prvé. ¢) Prva formule. Z axiomu substituce: - (Vz)(Vy)e — (Vy)¢, F (Vy)e — ¢; odtud
diky tvrzeni o tautologiich F (Vx)(Vy)p — ¢. Uzitim axiomu V-zavedeni pak F (Vz)(Vy)e —
(My)(Vx)p. Ze symetrie plyne i obracend implikace a nakonec dokazovand ekvivalence. Druha
formule z ¢) plyne snadno z prvé. d) Prva formule: - ¢ — (3z)¢p, dle pravidla distribuce tedy
F (Yy)e — (Yy)(3z)p, uzitim pravidla J-zavedeni pak dokazované. Druhd formule pro @ rovno
V: implikace — plyne snadno z axiomu substituce, opa¢né z pravidla V-zavedeni. Pro @ rovno 3
to je dusledek préavé dokdzaného. e) Pro b) lze uzit model (2,0,1) a formule z = 0, = 1 jazyka
(co,c1), pro d) pak model (2) a formuli = # y. O

Kvantifikatorova hierarchie formuli.
Kvantifikdtorova hierarchie L-formuli je tvofend mnozinami V,, r-formuli a 3, p-formuli. Ty
jsou definovany néasledovné.

4.1.10. V,, - a 3, r-formule. Univerzalni a existenc¢ni formule.
Bud L jazyk, 0 <n € N a T bud L-teorie.
1. ¥y, - formule a 3, 1 -formule definujeme induktivné pravidly:

o Vo r-formule a 3y 1 -formule jsou pravé bezkvantifikdtorové formule jazyka L.
o V11 r-formule jsou pravé tvaru (VZ)y, kde ¢ je né&jaka 3, p-formule a 3,41 r-formule jsou
pravé tvaru (37)¢, kde ¢ je n&jaka v, r-formule.

V1,1~ resp. 31, -formule se také nazyva univerzdlniresp. existencni L-formule; Vo r-formule pak
univerzalné-existencni L-formule — téz V3 L-formule — atd.

2. Misto V,,, r-formule fikdme také V,,-formule jazyka L a podobné pro 3,,.

3. Bud T n&jak4 teorie v jazyce rozsifujicim L. (V,, )7 je mnozina viech V,, r-formuli v T, tj.
takovych, které jsou ekvivalentni v 1" néjaké V), p-formuli. Podobné pro 3, 1.

Symbolem (V,,)¥ ozna¢ime mnozinu pravé viech L-formuli, logicky ekvivalentnich s n&jakou
Vp,r-formuli. Podobné pro 3,,.
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4.1.11. Ziejmé je kazda V,, r-formule resp. 3,, r-formule tvaru
(va") 3" ) (vE" %) (QTY ) resp.  (3T)(VETH)(FT?) - (QF)e, (4.2)

kde ¢ je néjakd bezkvantifikdtorova L-formule. Protoze kazda formule je ekvivalentni formuli
v prenexnim tvaru, plati:

KaZdd L-formule je ekvivalentni néjaké ¥y, -formuli nebo 3, r-formuli.
Navic mtizeme ptredpokladat, ze z"_ --- _T' v [@Z) je prosta sekvence a tedy uvedeny tvar je
prenexni. Jinak totiz lze vzit variantu prvé formule ve tvaru (vy"™)(3g" 1) (V" 2)--- (Q7')¢’
s jistou ¢’ otevienou a prostou sekvenci 7" _ --- _7' (a podobné pro druhou formuli v ([@2)).

TVRZENI 4.1.12. Necht T je L-teorie.

1) a) Obory (Vn.r)? a (3n.1)T jsou uzaviené na varianty, na tvoreni instanci, na konjunkci a
disjunkci. Ddle ¢ € (V)T < —p € (3n.1)T pro L-formuli .
b) Pron > 0 je obor (V)T [(3n.0)"] uzavieny na univerzdini [existencni] kvantifikaci.

2) b((Vn,)") = b(Fn,0)") € (Var1,0)" N Gnr,n)”
3) Bud L s rovnosti, n > 0. Je-li ¢ z (3n.0)T a T+ 3y)p(T,y), je ¢ z (Vo) N (3nr)?.

Diikaz. 1) a) Tvrzeni o variantach je patrné, tvrzeni o instancich pak plyne z toho, Ze substituce
termu za proménnou formuli co do uvazovaného tvaru nezmeéni. Zbytek plyne uzitim prenexnich
operaci. b) Prvé ¢ast plyne piimo z definice.

2) plyne snadno, uvédomime-li si, Ze ,zbyteéna kvantifikace” (Qx) proménné x nepatiici ¢
poskytuje formuli, ekvivalentni s .

3) Méme T F —p(Z,y) « ()Y #y & o(T,y/y)) (kde ¢/ je riznd od y a nepatfici ¢). Na
pravé strané <> je formule z (3, )7 a dle 1) a) tedy tvrzen plati. O

Teorémy a pravidla logiky s rovnosti.

VETA 4.1.13. (O rovnosti.)
b=z Frx=yeoy=z Fr=y—oy=z—z=2=z
2) Budte t(x1,...,Zpn) b1, - stn, S1,-..,8n termy a o(xq,...,x,) formule teorie T.

a) Necht T -ty = s1,...,T F t, = s, a necht t' resp. ¢’ se ziskd z t resp. ¢ nahrazenim
nékterych vyskyti tq, ..., t, odpovidajicimi termy s1,...,S,. Pak plati

THt=t a THp<+ .
bl) Tkt =58 —... 2ty =8, > t(t1,...,tn) = t(s1,-.-,8n)-
b2) Thti=581— ... 2tp =8, = @(t1,...,tn) & ©(S1,-.-,8n)-

Ditkaz. 1) Dokdzeme - 2 =y = y = z. Formule z =y >z = 2 — 2 = ¢ — y = z je axiom
rovnosti, tedy Fx =y —» (r =2 2y =2) witim - 2z = y - « = z (diky - « = z). Odtud
analogicky Fx =y -y =2. Tudizi -y = x — x = y, tedy nakonec - z = y <+ y = . Obdobné
plyneFrx=y—y=2z—>zx==2

2) a) Indukei dle slozitosti ¢. Je-li ¢ proménna nebo konstantni symbol, je ¢’ rovno ¢t nebo
siatjet; T Ht=1t tedy plati. Bud ¢ tvaru F(ry,...,rn). Pak t' je tvaru F(ry,...,r),
kde T F r; = [ pro i = 1,...,m dle indukéniho pfedpokladu. Z axiomu rovnosti a substituce
dostdvame Fry =r] — ... = 1y =1, = t =/, uzitim modus ponens koneéné T+t = t'.

Indukei podle slozitosti ¢. Bud ¢ atomickd tvaru R(r1,...,7m); pak ¢ je tvaru R(r},...,7.,),
kde T+ r; = 7} proi = 1,...,m dle jiz dokdzané ¢asti. Z axiomu rovnosti a substituce plyne
Fri=rl— ... = rn =1, — ¢ — ¢, uitim modus ponens koneéné T F ¢ — ¢'. Ze symetrie
rovnosti plyne podobné i T+ ¢’ — . Indukéni krok pro — a — plyne ihned uZitim vhodnych
tautologil (naprf. ((po <+ ¢p) & (o1 ¢ ¢1) = (Yo — ¥1) < (¥p — 1)) pro piipad —) a
indukéniho pfedpokladu. Indukéni krok pro V plyne uzitim pravidla distribuce.
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bl) Nahradme kazdou proménnou vyskytujici se v ¢; nebo s; novym konstantnim symbolem,

kterym nahradime tyto proménné i v termech ¢(t1,...,t), t(s1,...,S,); ziskdme tak t¢; a s} a
(..., th), t'(s),...,s)). Diky vété o konstantach stac¢i dokazat
T'Fty=s— ...t =s, = t({),....t0)=t'(s),...,s0),

kde T” je T v jazyce rozsifeném o nové konstanty. To je diky v&té o dedukei ekvivalentni s T’ ] =
si& - &t =8 HU(H,. .. 1) =1(s],...,s)); tento vztah plyne z a). b2) se dokaze stejng. [

TVRZENI 4.1.14. Neni-li x proménnd termu t, je dokazatelné:
1) o(z/t) < (Va)(z =t = ¢), 2) p(a/t) < (Fz)(z =t & ).

Duikaz. 1) Axiom substituce dava - (Va)(z =t — ¢) — (t =t — ¢(x/t)). (Implicite se pfedpo-
klada substituovatelnost t za « do ¢.) Uzitim tautologie odtud plyne -t = ¢t — ((Vz)(z =t —
©) = p(z/t)) adile - (Vz)(x =t = ¢) — ¢(z/t) diky F t = t. Opacnou implikaci dokdzeme
pomoci

Foz=t— (o p(z/t)). (4.3)
Uzitim tautologie plyne F ¢(z/t) — (z =t — ). Jelikoz = neni volnd v ¢(x/t), pravidlo V-
zavedeni da - p(z/t) = (V)(z =1t — ).

2) Z ¥(xz/t) — (Fx)y, aplikovaného na ¢ tvaru = ¢t & ¢ dostaneme + (t =t & p(x/t)) —
(Fz)(x = t & ). Odtud diky F ¢t = t mdme - ¢(z/t) — (Fz)(xz =t & ¢). Opacnd implikace.
Z [@3)) plyne uzitim tautologie: - (x =t & ) — p(x/t). Protoze x neni volna v ¢(x/t), pravidlem
F-zavedeni ziskdme F (Fz)(x =t & ) — p(z/t). O

Protipriklady.

PRIKLADY 4.1.15.

a) Formule ¢ — (Vz)p neni obecné pravdiva (a nelze ji tedy vzit jako axiom).
Svédéi o tom (2, {0}) b U(x) — (V2)U(z), kde U je unarni relaéni symbol.
b) Formule (Vz)p — ¢, kde ¢’ se ziskd ,nekorektni substituci za x do ¢, neni obecné pravdiva.

Svédéi o tom ¢ tvaru (Jy)(z # y) a ¢’ tvaru (y)(y # y). Je-li A alespoii dvouprvkova
struktura, neni A = (V) — ¢’.

¢) Formule (Vx)(¢ — 9) — (¢ — (¥Yx)1) neni obecné pravdiva, je-li  volna ve ¢.
Svédéi o tom (2,{0}) = (Va)(U(x) — U(z)) — (U(z) — (Vz)U(zx)), kde U je unarni
relac¢ni symbol.
d) V pravidlu V-zavedeni ,T F ¢ — ¢ = T + ¢ — (Vx)y, pokud x neni volnd proménnd ¢*
nelze vynechat, ze x neni volna proménna .
Svédéi o tom T prézdna a ¢, 1) obé U(x), kde U je unarni relaéni symbol.
e) Vevétéodedukei ,T v F o = T F ¢ — ¢, jakmile 1 je sentence” nelze vynechat pfedpoklad,
Ze 1 je sentence.
Je totiz U(z) F (Vz)U(z), neni viak + U(z) — (Vz)U(z).
f) V tvrzeni o ditkazu sporem (T, —~¢ spornéd ) = T + ¢, jakmile je ¢ sentence* nelze vynechat
predpoklad, Ze ¢ je sentence.
Svédéi o tom T prazdné a ¢ tvaru U(z) — (Vo)U(z), kde U je unérni rela¢ni symbol.
g) Pokud ,variujeme“ chybné x na y ve formuli ¢ tvaru (3z)(z # y) a ziskdme tak ¢’ tvaru
(Fy)(y # y), zFejmé neni F ¢ + ¢'.
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4.2 Existence modelu, kompletnost, kompaktnost.

Budeme definovat kanonickou strukturu A pro teorii 7' a ukdzeme, ze je modelem 7', pokud je T
henkinovska a kompletni. UkédZeme dale, Ze kazda bezesporna teorie T' mé kompletni henkinovskou
extenzi a tedy i model, dokonce kardinality nejvyse rovné kardinalité jazyka teorie T. Dusledkem
je pak véta o kompletnosti a kompaktnosti — to je formulovino v 210l Déale uvedeme nékteré

dusledky (viz 212 - L213).
O kompletnich teoriich.

ZNACENI 4.2.1. JKE je zkratka za frazi ,,jednoduché/é kompletni extenze®.

TVRZENI 4.2.2.
1) Teorie T je kompletni < Thm(T) je mazimdini bezespornd.

2) Bezespornd teorie T mad mazimdlni bezespornou jednoduchou extenzi; ta je kompletni.

Diikaz. 1) Je T ekvivalentni s Thm(T'), tedy = plati. Bud naopak Thm(T") maximélni bezesporn;
staci dokazat, ze Thm(7T) je kompletni. Pro sentenci ¢ je Thm(7T') F ¢ nebo Thm(T) F =, nebot
Thm(T) ¥ —¢ implikuje, ze Thm(7") U {¢} je bezesporna podle tvrzeni o dukazu sporem; diky
maximalité pak Thm(T) F .

2) Hledand maximélni bezesporné extenze je maximéaln{ prvek mnoziny I vSech bezespornych

e s

s axiomem vybéru) aplikovaného na T usporddané inkluzi; v tomto usporadani ma totiz kazdy fetéz
majorantu, rovnu jeho sjednoceni. O

TVRZENI 4.2.3. Bud A |=T. Pak plati:
1) Th(A) je JKE teorie T.

2) Th(A) je mazimdlni bezespornd mnozina sentenci (tj. piiddnim nové L(T')-sentence se stane
spornou).

3) Je-li navic T kompletni, je Th(A) ekvivalentni s T.

Diikaz. 1) Teorie Th(A) mé model A a je proto bezespornd, a déle dokazuje sentenci ¢, kdyz A =
©, a dokazuje —p, kdyz A = —p; tudiz to je kompletni teorie. Je to extenze T, tj. Thm(Th(A)) D
Thm(T), nebot kdyz T F ¢, tak A = g.c.(p), tedy g.c.(p) € Th(A) a tudiz a ¢ € Thm(Th(A)).
2) Je-li ¢ sentence nepatfici Th(.A), obsahuje teorie S = Th(A) U {p} i —¢ a diky tautologii
© = (mp — ) plyne z[AT1] Ze S je sporna.
3) Diky 1) zbyvéa dokézat, ze T je extenze Th(A). Kdyz Th(A) b ¢, tak A = ¢, tedy A = ¢,
kde ¢’ je uzavér ¢. Diky kompletnosti T je T+ ¢’ a tedy i T + ¢. O

Kanonicka struktura pro teorii. Henkinovské teorie.

4.2.4. Kanonicka struktura pro teorii.
Necht L = (R, F) je jazyk s konstantnim symbolem a T je L-teorie.
1. Konstantni struktura pro T je (R, F)-struktura A, jez je expanzi struktury D(F) designétorti
(¢ili konstantnich L-termi), pfi¢emz pro n-arni R € R a konstantni L-termy t1,...,t, je

RA(ty, ..., tn) & TFR(ty,... t,).

Poznamenejme, Ze pro konstantni term t plati t4 = t. Je-li L bez rovnosti, itkime, ze A je
kanonickd struktura pro T.

2. Bud L navic s rovnosti. Definujeme ekvivalenci ~ na univerzu A:
t~s & TkFt=s.

Pak pro t; ~ t,...,t, ~ ¢, a n-arni relaéni symbol R resp. funkéni symbol F je
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RA(ty, .. tn) & RA(t,, ... 1)) tesp. FA(ty, ... tn) ~ FAM, ... th).

MiuZeme tedy definovat L-strukturu B s univerzem B = {t/~; t € A} korektné pomoci reprezen-
tantu faktort takto: pro R, F,t1,...,t, jako vyse je

RB(ty/~, ... ty/~) & RAty,...,t
FB(ti)ovy o stn/~) = FAt, )/~

Rikame, Ze B je kanonickd struktura pro T.
Protoze pro konstantni term ¢ je t* = ¢, indukci podle slozitosti termu ¢ snadno plyne:

tP =t/~. (4.4)

TVRZENI 4.2.5. Necht B je kanonickd struktura pro teorii T. Pak |B| < |L(T)| a pro kaZdou
atomickou L(T)-sentenci ¢ plati:

By & Tk (4.5)
Dukaz. Je B = {t/~; t je konstantni L(T')-term} pro jistou ekvivalenci ~, tudiz |B| < |L(T)].
Zbytek tvrzeni plyne ihned z konstrukce B. O

Chceme najit podminku na teorii T' tak, aby kanonicka struktura B pro T pak spliiovala
3] pro kazdou L(T)-sentenci p; potom by platilo B = T a také, Zze je T kompletni. Hledanou
podminkou je, Ze teorie T' je kompletni a tzv. henkinovska; to fika [£2.71 Podle 2.8 mé kazda
bezesporna teorie Ty kompletni henkinovskou extenzi T'; kanonické struktura pro T, zredukovana
na L(Tp), je pak modelem Tj.

4.2.6. Henkinovské konstanty, henkinovska teorie.
Necht T je L-teorie. MnoZzina D (ne nutné vSech) konstantnich symboli jazyka L je mnozina hen-
kinovskych konstant teorie T', kdyz pro kazdou L-formuli ¢(z) s nejvyse jednou volnou proménnou
existuje konstantni symbol d z D tak, ze T F (3x)p — ¢(x/d). Henkinovskd teorie je takova teorie,
jejiz konstantni symboly tvorfi mnozinu henkinovskych konstant této teorie.

TVRZENI 4.2.7. (O kanonické struktuie pro kompletni henkinovskou teorii.) Bud T kompletni
henkinovska teorie, A kanonickd struktura pro T. Pak plati:

pro kazdou L(T)-sentenci ¢ je Al o< TF .

Diikaz. Rikejme, ze vyska ¢ je poéet vyskytt —, — a kvantifikaci ve . Dokazeme indukci, ze pro
kazdé n € N plati:
(*)n Kazdé sentence ¢ vysky nejvyse n spliiuje A = o < T+ .

Pro n = 0 to plati diky ([@23), nebot ¢ je atomickd sentence. Necht plati (), a ¢ je vysky
n + 1. Je-li ¢ tvaru —), plyne dokazované ihned z kompletnosti T. Bud ¢ tvaru ¢» — 9’. Necht
A = ¢. Pokud A [~ 1), z indukéniho pfedpokladu a kompletnosti T plyne T' - —¢) a diky tautologii
) = (Y =Y 1T Hyp — . Pokud A E 9, tak z indukéniho predpokladu plyne T+ ¢ a tedy
iTHY — . Necht AW @; pak A=Y a AEY, tedy T H ¢, T H )’ a diky bezespornosti T i
TV .

Bud kone¢né ¢ tvaru (Vz)y. Necht D je mnozina henkinovskych konstant teorie T. Bud A | .
Kdyby T V/ ¢, tj. T F -, tak T F (3x)—, tudiz T + —)(d) pro néjaké d € D. Vyska 1(d)
je nejvySe n, tudiz diky indukénimu predpokladu a kompletnosti T' je A | —w(d), coz diky
A = (Vz)1 neni mozné.

Bud naopak A E -, tj. A = —(Va)y. Tudiz A = —[a] pro jisté a € A. Pfitom a je ¢ resp.
t/~ s néjakym konstantnim L-termem ¢, je-li L bez rovnosti resp. s rovnosti; ~ je z 2. v[ 24l

Bud L bez rovnosti. Diky ¢4 = ¢t mame tedy (dle tvrzeni o korektnosti substituce) A = —)(x/t).
Bud L s rovnosti. Dle @4)) je t* = t/~, mame tedy (dle tvrzeni o korektnosti substituce) opét
A E —p(x/t). Je viska ¢(x/t) < n, tedy dle indukéniho pfedpokladu a kompletnosti T je T
—p(x/t), tedy T+ (3x)— a tedy T + —. O

VETA 4.2.8. (O maximalni a henkinovské extenzi.) KaZdd teorie T md konzervationi henki-
novskou extenzi v jazyce kardinality |L(T)|. Specidlné md kaZdd bezespornd teorie T kompletni
henkinovskou extenzi v jazyce kardinality |L(T)]|.
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Diikaz. Bud L jazyk teorie T. Necht D,, n € w, jsou prosté a disjunktni soubory konstantnich
symbolu nepatiicich do L, definované indukci takto:

Do = (dy(a); @(z) je L-formule),
Dy, = (dy(ay; ¢(x) je (LU, ., Di)-formule, v niz je symbol z D,,_1);

dy(z) je specidlni konstanta pro ¢(x) a (3x)p — @(x/dy(y)) je specidini axiom pro dg(,). Bud
D = Ui€w D;, L' extenze L o konstantni symboly z D a T’ rozsifeni T o specidlni axiomy pro
specidlni konstanty. Zfejmé |L'| = |L| a D je mnoZina henkinovskych konstant teorie 7" v L.

Dokézeme, ze T je konzervativni extenze T'. Extenze T teorie T' o nové konstantni symboly
z D (bez pfidani axiomt) je podle tvrzeni o konstantich konzervativni extenze T'; staéi tedy
dokézat, ze T" je konzervativni extenze Ty. Necht x je L(Tp)-formule, T F x a 91, ..., ¥, vSechny
navzajem rizné specialni axiomy, vyskytujici se v ditkkazu x v T’; tedy

ToFvr = = = by = X

Indukci podle m dokézeme, ze Ty F x. Pro m = 0 to trividlné plati. Bud m > 0. Bud n nej-
vétsi takové, ze néjaky konstantni symbol z D,, je v nékteré formuli v;, ¢ = 1,...,m; miuZeme
predpokladat, Ze je v 11. Necht v je tvaru

(Fr)e = @(x/dy())-
Pak d(,) neni v zadné formuli 9o, ..., 1m, nebot jinak takové ¢; je specidlni axiom pro d z D,
s n’ > n. Necht proménnd y se nevyskytuje a neni kvantifikovand v zadné z formuli 1, ..., ¥, X
7 tvrzeni o konstantach plyne

To H(Ba)e = e(z/y)) = W2 = -+ = Ym = X),
nebot ((3z) — ¢(x/y))(y/dy(x)) je ¥1. Uzitim pravidla 3-zavedeni pak ziskdme

To = Gy)(Bz)e = (a/y)) = (Y2 = - = Ym = X)-

Tvrzeni o variantach da Tp F (3z)p — (3y)e(x/y), vytykani kvantifikdtort pak Tp F (3y)((3z)p —
©(x/y)). Kone¢né pravidlo modus ponens dé Ty F 92 — - -+ — 1, — x a dle indukéniho pfedpo-
kladu Tp - x. Speciélni tvrzeni plyne jesté z toho, Ze bezespornd teorie m4 dle jednoduchou
kompletni extenzi. O

Uvedme jesté jedno tvrzeni o henkinovskych teoriich.

TVRZENI 4.2.9. Bud T kompletni henkinovskd teorie. Pak kaZdd L(T)-sentence je v T ekviva-
lentni bezkvantifikdatorové sentenci.

Diikaz. Bud ¢ néjaké L(T)-sentence. Dokazujeme tvrzeni indukei podle vysky ¢, tj. podle poctu
vyskyti -, — a kvantifikaci v ¢. Pro vysku 0 neni co dokazovat. Necht to plati pro formule vysky
nejvyse n. Bud ¢ vysky n + 1. Je-li ¢ tvaru —1) nebo p — x, ziskdme dokazované tvrzeni pro ¢
snadno uzitim indukéniho pfedpokladu a tvrzeni o ekvivalenci.

Bud koneéné ¢ tvaru (Vz)i(x) a D mnozina henkinovskych konstant teorie T

Necht T+ —p. Pak T+ (3x)— a tedy T + —p(d) pro jisté d € D. Dokdzeme T + ¢ < ¥(d).
Implikace — plati diky F = (d) — (3z)—). Dokazme <. Neplati-li to, diky kompletnosti T je
T+ (d) & =p a T je spornd, coz neni mozné.

Necht T+ ¢. Pak T+ ¢ — 1)(d) pro jakékoli d € D. Kdyz T t/ ¢(d) — ¢, tak diky kompletnosti
T je T+ (d) & - a T je spornd, coZ neni mozné.

Celkem tedy mame T F ¢ <> 1(d) pro jisty konstantni symbol d a dle indukéniho predpokladu
je ¥(d) v T ekvivalentni néjaké bezkvantifikdtorové sentenci. O



86 KAPITOLA 4. KOMPLETNOST PREDIKATOVE LOGIKY

Existence modelu a zakladni dusledky.

VETA 4.2.10. (O existenci modelu, kompletnosti a kompaktnosti.)
1) (O existenci modelu.) KaZdd bezespornd teorie T md model kardinality nejvyse |L(T)|.
2) (O kompletnosti.) Formule teorie T je v T dokazatelnd, prdvé kdyz je v'T pravdivd.

3) (O kompaktnosti.) Teorie md model, pravé kdyz kaZdd jeji konecénd ¢dst md model.

Diikaz. 1) Hledanym modelem je redukt na L(T) kanonické struktury pro néjakou maximalni
bezespornou henkinovskou extenzi T’ teorie T v jazyce L(T") kardinality |L(T')| — viz 27, 128
2) Pro formuli ¢(Z) uzitim pravidla generalizace, ditkkazu sporem a véty o existenci modelu
méame: Tt/ ¢ & TV (VT)p < T,(3T)— je bezesporna < T, (IT)~p ma model < T B~ o.
3) plyne z toho, Ze teorie je spornd, pravé kdyZ je néjaké jeji koneénd ¢ast spornd. O

4.2.11. Pojmy spornost, kompletnost, extenze a ekvivalence, konecnd ¢i otevienad axiomatizo-
vatelnost teorii ev. dalsi jsme definovali nejprve syntakticky, uzitim -, a pak jsme také uvedli i
jejich sémantické varianty, ziskané nahrazenim vztahu - v syntaktické“ definici vztahem . Nyni
vidime, Ze tyto verze jsou diky kompletnosti predikatové logiky ekvivalentni.

VETA 4.2.12. Bud L jazyk s rovnosti.

1) Je-li k > |L|, je kaZdd nekoneénd L-struktura elementdrné ekvivalentni s néjakou L-strukturou
kardinality k.

2) Necht T je L-teorie.
a) Md-li T nekoneény model, md model kazdé kardinality > |L]|.
b) Md-li T pro kazdé n < w alespori n-prvkovy model, md nekonecny model.

Dusledek: Mad-li teorie T pro kaZdé n < w konecny model kardinality alespori n, nent
trida vsech konecnych modelid teorie T axiomatizovatelnd. Specidlné trida vsech konecnych
L-struktur neni aziomatizovatelnd.

3) (Kategorické kriterium kompletnosti.) Ma-li L-teorie T jen nekonecné modely a v néjaké
kardinalité k > |L| aZ na izomorfizmus jeding model, je T kompletni.

Dukaz. 1) Bud A nekoneénd L-struktura, 77 = Th(A)U{c # d; ¢,d jsou rtzné z C'} teorie v jazyce
L', jenz je extenzi L o k movych konstantnich symbolt tvoficich C. Teorie T” je diky vété o
kompaktnosti bezesporna a mé tedy model B kardinality < |L’| = k; je ovSem |B| = . Redukt B
na L je model Th(A) kardinality &, tedy to je hledany model.

2) a) plyne z 1): pro nekoneény model A teorie T existuje s nim elementarné ekvivalentni model
kardinality « a ten je ovSsem modelem 7.

b) Bud T" teorie T U {c # d; c¢,d jsou rtizné z C'} v jazyce L', jenZ je extenzi L o spocetné
novych konstantnich symboli tvoficich C. Kazda koneéna ¢ast S C 77 mé dle u¢inénych piedpo-
kladtt model, dle véty o kompaktnosti ma 7’ model; ten je ovSsem nekonecny a jeho redukt na L
je nekoneény model T'. Dusledek plyne bezprostredné.

3) Bud A =T, |A| = k. Necht ¢ je L-sentence. Dokdzeme, ze T | ¢ < A | ¢; diky vété
o kompletnosti pak T+ ¢ & A = ¢ a T je tedy kompletni. Pro B = T existuje dle 1) B’ = B
s |B'| = k. Jelikoz B’ 2 A, médme Bl p < B Epo AE . O

4.2.13. Elementarni diagram.
Elementdrni diagram struktury A je mnoZina vSech L(A4)-sentenci platnych v Ay, tj. je to
Th(A4); znaéi se téz
Ac(A).
TVRZENI 4.2.14. Nechtf A, B jsou L-struktury.
1) Zobrazeni h : A — B je elementdrni vnoteni A do B < (B, ha)q.ca = A(A).

2) Je-li C = A°(A), je redukt struktury C na L aZ na izomorfizmus elementdrni extenze A.
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Diikaz plyne snadno z definic. O

VETA 4.2.15. (Léwenheim-Skolemova nahoru.) Bud L jazyk s rovnosti, A nekonecnd L-struktura.
Struktura A md elementdrni extenzi libovolné kardinality alespor rovné |L| + |A].

Diikaz. Bud x > |L| + |A| = |La| kardindl a C bud k-prvkovd mnozina novych konstantnich
symbolti. Teorie Th(A4) U {c # d; ¢,d jsou riizné z C'} je bezespornd, m4 tedy model kardinality
nejvyse k. Je to vSak ziejmé model mohutnosti pravé x; jeho L-redukt je, az na izomorfizmus,
hledanym elementarnim rozsifenim. O

TVRZENI 4.2.16. (O kompletnich teoriich.)

1) a) Bezespornd teorie je kompletni, pravé kdyz jsou jeji kazdé dva modely elementdrné ekvi-
valentni.

b) Bezespornd teorie v jazyce s rovnosti je kompletni a md koneéng model, prdvé kdyZ jsou
jeji kazdé dva modely izomorfni.

2) (O JKE.) Bud T neprdzdnd mnozina JKE teorie T a takovd, Ze A =T = ezistuje T' € T
tak, Ze A= T'. Pak je v T, aZ na ekvivalenci teoris, kazdd JKE teorie T.

Ditkaz. Bud T uvaZovani teorie. 1) a) Implikace = je jasna; dokdZeme opac¢nou. Existuje A = T.
Bud ¢ sentence teorie T a T I/ ¢. Pak A = —¢, tudiz T = —¢ diky tomu, Ze kazdé dva modely
teorie T jsou elementarné ekvivalentni. Nakonec 7' —¢ plyne z véty o kompletnosti.

b) Diky 233l sta¢i dokazat implikaci <. JelikoZ dva izomorfni modely jsou elementirné ekvi-
valentni, plyne to z a) a z[A.212] 2) a).

2) Bud S néjakd JKE teorie T, A = S. Pak existuje 7' € T s T” ekvivalentni Th(A); tudiz je
i S ekvivalentni T". O

PRIKLADY 4.2.17.

1. Nearchimedovské téleso.

Pro kazdou nekonec¢nou kardinalitu x existuje usporddané nearchimedovské téleso velikosti k ele-
mentarné ekvivalentni s uspofddanym télesem R’ = (R, <) reédlnych ¢isel. Pfitom uspofddané
téleso je archimedovské, kdyz v ném pro kazdé jeho dva prvky a,b > 0 existuje n s b < na; téleso
R’ je archimedovské.

Diikaz. Bud S = Th(R') U {nl < ¢;n < w}, kde ¢ je konstantni symbol nepatiici do jazyka
usporadanych téles. Pak je S bezespornd, nebot kazdy jeji koneény fragment méa model, snadno
sestrojitelny pomoci R’. Protoze jazyk teorie S je spocetny, existuje pro kazdé x > w model A = S
kardinality ; jeho redukt méa pozadované vlastnosti. O

2. Nestandardni model pfirozenych cisel.
Existuje spocetny model elementarné ekvivalentni se standardnim modelem N pfirozenych cisel,
ktery neni izomorfni s N.
Diikaz. Bud S = Th(N) U {n < ¢; n < w}, kde ¢ je novy konstantni symbol, nepat¥ici do jazyka
aritmetiky. Pak je S bezesporné, nebot kazdy jeji kone¢ny fragment ma model sestrojitelny snadno
pomoci N. JelikoZ jazyk S je spoCetny, ma S spocetny model; jeho redukt na jazyk aritmetiky je
hledany — je to tzv. nestandardni model pfirozenych Cisel. O

O axiomatizovatelnosti.

VETA 4.2.18. (O koneéné a oteviené axiomatizovatelnosti.)

1) Trida K néjakych L-struktur je konecné axiomatizovatelnd, prdvé kdyz K i —K je aziomati-
zovatelnd.

2) Teorie v jazyce s rovnosti je axiomatizovatelnd otevienymi formulemi, prdvé kdyZ kaZdd
podstruktura jejiho modelu je jejim modelem.
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Diikaz. 1) Implikace = je jasna. Dokazeme opa¢nou. Necht T, S jsou takové L-teorie, ze K =
M(T) = —M(S). Pak M(T'U S) = M(T) N M(S) = 0, tedy diky kompaktnosti existuji 7" C T,
S’ C S koneéné tak, ze T’ U S’ neméd model; pak ) = M(T" U S") = M(T") N M(S’). Konec¢né
M(T) € M(T") C —M(S") € —M(S) C M(T), tedy M(T) = M(T").

2) Oznaéme T uvaZovanou teorii a L jeji jazyk.

a) Implikace =. Kdyz B C A | ¢ a ¢ je oteviend L-formule, tak B = .

b) Implikace <. Bud 7’ mnozina v8ech otevienych L-formuli dokazatelnych v T'; dokazeme,
ze L-teorie T' je ekvivalentni T, coz diky kompletnosti pravé znamend M(T') = M(T). Staci
dokéazat, ze M(T") C M(T") (nebot inkluze D je trividlni). Bud B |= T’; dokazujeme B |= T'. Staci
najit A E T s B C A. Necht Ty je Lp-teorie s axiomatikou T a T; je extenze Ty o vSechny
bezkvantifikdtorové L p-sentence platné v Bg. T1 mé model, jak dokdZeme nize. Takovy model je
tvaru (A, cj)vep, piiemz A = T a ¢} je interpretace jména ¢, prvku b z B. Pak je B vnofeno
do A zobrazenim h(b) = ¢ (pro b € B), nebof pro atomickou ¢(T) a b € B'@ je B = ¢[b] <
Bp | ¢(b) & App E ¢(c,,-..) < A= ¢[hb]. Tedy B je (az na izomorfizmus) podstruktura
A. Zbyva dokézat bezespornost Ti. Je-li 71 spornd, existuje bezkvantifikitorovd Lpg-sentence v
platnd v B tak, ze T, je sporné teorie, tedy T+ —1). Podle véty o konstantach i T+ —)’, kde
1) se zisk4 z 1 nahrazenim kazdého vyskytu jména v ni novou proménnou. Pak —)’ je v T”, tedy
B = -’ a specidlné B = - — spor. O

PRIKLADY 4.2.19. Neaxiomatizovatelné t¥idy.
1. Teorie FLg téles charakteristiky 0 neni kone¢né axiomatizovatelna.
Diikaz. Bud L jazyk teorie téles. Tfida K = {4 |= L; A = FLg} vSech téles charakteristiky 0 totiz
neni koneéné axiomatizovatelnd, nebot —K neni axiomatizovatelna. Kdyby totiz S axiomatizovala
—K, tak, znaci-li FL teorii téles, S’ = SUFL U {pl # 0; p je prvocislo} by byla bezesporna, nebot
téleso Z, € —K a je to model fragmentu SUFLU {¢1 # 0; ¢ < p, ¢ je prvocislo}. Jeji model patii
do —K i K — spor. O
2. Tfida K = {4; A = (4,<) = je dobré usporddani} vSech dobrych usporddani neni axi-
omatizovatelna. Pfitom dobré usporadani je takové linearni usporadani, jehoz kazda neprazdna
podmnozina ma nejmensi prvek.
Diikaz. Sporem. Necht S axiomatizuje K, S" = S U {c;11 < ¢; & ¢iy1 # ¢; @ € N}, kde ¢; jsou
nové konstantni symboly. Pak S’ je bezesporné, nebot existuje nekone¢né dobré usporadani; to
dovoluje sestrojit model kazdého konecného fragmentu teorie S’. Tudiz S’ ma model A. Jeho
redukt (A, <4) na jazyk (<) uspotadéani je dobré usporddani. Avsak mnozina {c'; i € N} nema
v (A, <4) nejmensi prvek. O
3. Ttida K vsech Booleovych algeber izomorfnich néjaké potencni Booleové algebie neni axio-
matizovatelnd, nebot v K neni spocetnd Booleova algebra.
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4.3 Extenze teorie o funkéni symbol a definicemi.

’ Nadale, neni-li feceno jinak, pracujeme v logice s rovnosti.

Extenze teorie o funkéni symbol. Skolemova varianta.

VETA 4.3.1. (Extenze o funkéni symbol.) Bud T+ (3y)(x1,...,Tn,y) a necht T’ je extenze T
o aziom Y(y/F(x1,...,2,)), kde F je n-drni funkéni symbol (eventudlné nuldrni), nevyskytujict
se v L(T) (a F(x1,...,x,) je substituovatelné za y do ). Pak je T' konzervativni extenze T.

Diikaz. Necht T' F ¢ a ¢ je L(T)-formule. Bud A =T a f : A" — A takova funkce, Ze pro kazdé

(ay,...,an) € A" plati A = ¥[ay,...,an, f(a1,...,a,)]; tu sestrojime uzitim axiomu vybéru. Pak
expanze A’ struktury A o funkci f je model 7", tedy A’ = ¢, tedy i A |= ¢. Z véty o kompletnosti
plyne T+ ¢. 0

Véta 3T umozni dokazat vétu 433l a to pomoci Skolemovy varianty formule.

4.3.2. Skolemova varianta.
Pfipomerime, Ze univerzalni formule v prenexnim tvaru je formule v prenexnim tvaru takové,
ze vSechny kvantifikce v ni jsou univerzalni.

Bud ¢ sentence v prenexnim tvaru. Uzaviend univerzalni formule v prenexnim tvaru g s vlast-
nosti F g — ¢ a zvanad Skolemova varianta formule ¢ se sestroji nasledovné.

Necht ¢’ je ¢ pro ¢ univerzalni v prenexnim tvaru a ¢’ je (Vaq,...,x,)0(y/F(z1,...,2,)),
pokud ¢ ma tvar (Va1,...,2,)(3y)Y (s n > 0), pficemz F je novy n-arni funkéni symbol; substi-
tuce je korektni diky prostoté sekvence proménnych v prefixu. Formule ¢’ mé o jeden existencni
kvantifikitor méné neZ ¢, nékterd formule "’ je tedy univerzalni v prenexnim tvaru a prvou
takovou ozna¢me @g. Plati

tedy i - ¢’ — ¢. Odtud plyne F pg — . Dale opakovanou aplikaci 4.3.1] dostaneme, Ze

THe¢ = T, ¢gs je konzervativni extenze T (*)
VETA 4.3.3. Ka3dd teorie md otevienou konzervativni extenzi.

Diikaz. Bud T uvaZovana teorie. L(T)-teorie T; tvofend prenexnimi tvary uzavéri axiomt T
je ekvivalentni s T'; to plyne z vty o prenexnich tvarech a uzavéru. Bud T, = T3 U S, kde
S = {ps; ¢ € T1}. Pritom pro riznd ¢ jsou do ¢g pfidany rtizné nové funkéni symboly. Pro
So C S koneéné dle ) je T1 U Sy konzervativni extenze 17, tedy i T je konzervativni extenze T;.
Kazdy axiom z T je dokazatelny v S, tedy je S ekvivalentni s T5 a specidlné konzervativni extenze
T. Nahradme kazdy axiom z S otevienou formuli, jiz je generdlnim uzévérem; ziskand teorie je
oteviena a ekvivalentni s S, tedy to je hledand konzervativni extenze teorie T'. O

PRIKLADY. 1. Teorie Booleovyrch algeber je oteviena teorie. Tedy podstruktura Booleovy algebry
je Booleova algebra.

2. Teorie grup v jazyce (+,—,0) je oteviend; pak je podstruktura grupy grupa.

V jazyce (+,0) je tieba axiom z + (—x) = 0 & 0 = (—x) + = zapsat jako (Fy)(z +y =0 &
0 = y+ ). Axiomatika pak jiZz neni oteviend. Je (Z, +,0) grupa, (N, +,0) jeji podstruktura, kterd
neni grupou.

Extenze teorie o definovany symbol.

4.3.4. Extenze teorie o definovany symbol.
1. Necht R je n-arni predikdtovy symbol nepatiici do jazyka L(T) a x(x1,...,2,) formule
jazyka L(T). Generalni uzavér formule
R(z1,...,xn) < x(T1,...,2p)
je tzv. definujict axiom R. Teorie v jazyce L(T') roz$ifeném o { R} s axiomy T a uvedenym axiomem
je extenze teorie T o formuli x definovany relacni symbol R.
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2. Bud F néjaky n-arni funkéni symbol nepattici do L(T) a ¢(z1,. .., 2,,y) formule jazyka L.
Necht v T je dokazatelné

(vxla cee 7$n)(3y)X($1; e 7xn7y)u
(vxh v »xn)(Vy»y/)((X(xh e axn7y) & X(xlu v 7xn7y/)) — Y= y/)a

tyto dva vztahy nazyvame po fadé podminka existence a jednoznacnosti definice n-darniho funkc-
niho symbolu formuli x(z1,...,2z,,y) v T. Generalni uzavér formule

F(zy,...,z,) =y x(x1,...,Zn,Y)
je tzv. definujict axiom F. Teorie v jazyce L(T') roz$ifeném o { F'} s axiomy T a uvedenym axiomem
je extenze teorie T o formuli x definovany funkéni symbol F.
Pokud specidlné se v y proménné xi,...,x, nevyskytuji, ziskdvame tak definovany nularni
funkéni symbol, ¢ili definovany konstantni symbol.
Upozornéme na specialni pfipad, kdy definujici axiom je

F(xy,...,zp) =y t(x1,...,25) =y

a t je term; zde je ovSem splnénéd podminka existence a jednoznac¢nosti.

LEMMA 4.3.5. Extenze teorie T o definovany symbol je konzervativni extenze T

Diikaz. V pripadé funkéniho symbolu to plyne z 3.1l UvaZovana extenze T" je totiz ekvivalentni

s extenzi T o axiom X'(y/F(x1,...,2n)), kde X’ je jistd varianta x. V pfipadé rela¢niho symbolu

plyne tvrzeni uzitim zfejmé modifikace diikazu 3.1l O
4.3.6. Preklad definovaného symbolu.

Bud T’ extenze teorie T' 0 néjaky formuli x definovany n-arni relacni resp. funkéni symbol R resp.

F, pficemz vSechny volné proménné y jsou mezi navzajem ruznymi proménnymi i, ..., T, resp.

L1y Tn, Y.

Bud ¢ formule jazyka L(T”). Necht x’ je varianta x, ve které neni z4dnd proménnd formule
¢ ani vdzand ani kvantifikovand; pak kazdy term vyskytujici se ve ¢ je substituovatelny do x’ za
2y 2 =1,...,n. dR- resp. dF-pieklad ¢ do T (zavisly na x’) je formule ¢* jazyka L(T), kterou
ziskdme podle (dR) resp. (dF') uvedenych nizZe, jde-li o rela¢ni resp. funkéni symbol R resp. F.

(dR) ¢* se ziskd z ¢ nahrazenim kazdé podformule R(t1,...,t,) formull x'(t1,...,tn).

(dF) " se ziskd z ¢ nahrazenim kazdé atomické podformule ¢ formuli ¥*, pfi¢emz pro
atomickou je ¢* definovano indukci podle poétu vyskytt F' ve 1: Je-li tento pocet 0, bud
¥* rovno . Jinak je ¢ tvaru ¢o(z/F(t1,...,tn)), kde 1) je atomickd formule obsahujici

o jeden vyskyt F' méné nez 1, ti,...,t, neobsahuji F' a ddle z nepat¥{ formulim x’, v;
bud pak ¢* néasledujici formule (substituce jsou korektni):
(F2) (X (1 /[ty -y mn/tn, y)2) & 05). (4.6)

Vezmeme-li misto x’ jinou variantu s vlastnostmi uvedenymi pro x’, bude ziejmé pieklad sestrojeny
pomoci ni variantou ¢* a tedy ekvivalentni s ¢*. Déle (=p)* je =™, (¢ = ¥)* je p* — ¥*, volné
proménné ¢ jsou pravé volné promeénné ¢*.

VETA 4.3.7. (O piekladu definovaného symbolu.) Kdyz T je extenze T o definovany symbol S,
tak pro L(T")-formuli ¢ a jeji dS-preklad ¢* plati
a) T'F o+ %, b) Ty & Tk "

Diikaz. Dokézeme T’ = ¢ <> ¢*; protoze T" je dle konzervativni extenze T, plyne odtud b).
Necht S je n-4rni symbol definovany formuli y a x’ bud varianta x, v niZ neni z4dné proménnd
formule ¢ vézand ani kvantifikovand, pficemz preklad ¢* je sestrojeny pomoci x’.

Necht S je relaéni symbol R a x je x(z1,...,x,). Pak T F R(t1, ..., tn) < X' (x1/t1,. .., xn/tn)
plati pro termy tq,...,t, vyskytujici se ve ¢; to plyne z tvrzeni o variantach, z axiomu substituce
a pravidla modus ponens. Z vty o ekvivalenci plyne pak ihned T" - ¢ <> ©*.
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Necht S je funkéni symbol F a x je x(z1,...,Zn,y). Stadi dokdzat T F ¢ + ¢* pro ¢
atomickou; oznac¢me ji 1. Provedeme to indukci podle pocétu vyskytd F' v 1. Je-li tento pocet 0,
plati to. Jinak, jako v (dF), je ¢ tvaru ¢o(z/F(t1,...,tn)), kde ¢y je atomicka formule obsahujici
o jeden vyskyt F' méné nez 1, t1,...,t, neobsahuji F, z neni kvantifikovana v x’ a ¥* je (4.4).
Tvrzeni o variantach, axiom substituce a pravidlo modus ponens daji 7" + F(t1,...,t,) = z <
X' (z1/t1,. .., xn/tn,y/2), tvrzeni o ekvivalenci pak T" F (32)(F(t1,...,tn) = 2z & ¥§) < ¢*;
méme tedy 7" F ¢g§(z/F(t1,...,tn)) < ¥*. Dle indukéniho pfedpokladu je TV F g < ¢f, tedy i
T Fapo(z/F(t1,...,tn)) & ™. O

4.3.8. Extenze teorie o definice.
Ezxtenze (rozsirent) teorie o definice, téZ definicemi je takova jeji extenze, kterd se ziskd postupnym
rozsifovanim o definovany rela¢ni ¢i funkéni symbol.
Postupné rozsirovani zde znamené konstrukci rekurzi, a to eventualné transfinitni, kdy v limit-
nich krocich se sjednoti vSechny jiz ziskané teorie.

VETA 4.3.9. (O extenzi teorie o definice.) Extenze T teorie T o definice je konzervativni. Model
teorie T lze jednoznacné expandovat do modelu T'.

Ditkaz. V kazdém kroku pii sestrojovani 7" mame dle konzervativni extenzi T, specidlné je
T’ konzervativni extenze T'.

Je-li A =T, v kazdém kroku pii sestrojovani 7" méme také jednoznacnou expanzi do modelu
prave ziskané teorie, nebof model Ag jakékoli teorie Ty lze jednoznacéné expandovat do modelu
extenze T{ teorie Ty o definovany symbol. Jde-li totiz o formuli x definovany n-arni funkéni symbol
F, je expanze Aj struktury Ay o funkci

f={ar,... an,b) € AT Ao xlar, - an, b}
model T} a zfejmé je Ajf, jedind expanze Ay, kterd je modelem Tj. Obdobné je tomu s extenzi o
definovany rela¢ni symbol. O

Uziteéné je nasledujici tvrzeni o vztahu teorie T a jeji extenze T” o definice:

TVRZENI 4.3.10. Bud T’ a extenze teorie T o definice. Pak plati:
1) T je kompletni < T’ je kompletni.

2) T md prvomodel < T’ md prvomodel.

)
3) I(k,T) =1(k, T") pro kazdou nenulovou velikost .
4) a) T md eliminaci kvantifikdtori = T’ ma eliminaci kvantifikatori.
b) T je modelové kompletni = T’ je modelové kompletni.

¢) Implikace v a), b) nelze obrdtit.

Diikaz. Bud L resp. L’ jazyk T resp. T'. Pro L'-formuli ¢'(Z) bud ¢(Z) ,preklad ¢’ do T, tj.
je L-formule s T" - ¢’ <> ¢. Dale pro A =T resp. A" =T’ bud A’ resp. A jednozna¢nd expanze
A do modelu T resp. redukt A’ na jazyk L.

1) plyne bezprostiedné z definic.

2) Bud A’ prvomodel teorie T'. Pak redukt A je prvomodel T, nebot pro B | T existuje
elementarni vnoreni A’ do B’ a to je ovSem také elementarni vnoreni A do B. Bud A prvomodel T
Pak expanze A’ je prvomodel T". Pro B’ = T" totiz existuje elementarni vnofeni h modelu A do
B. To je také elementarni vnoteni A’ do B’. Je-li totiz ¢ (Z) néjaka L'-formule a @ € A'® mame

AEgll & ARy & BEgha o B =gl
3) Ztejmé platipro AET, BT, A T, B =T
Ax2B & A =PB.
Je-li K resp. K’ mnozina obsahujici pro kazdou tf¥idu ekvivalence = na M(x, T') resp. M(x, T") pravé

jednu strukturu z ni (vybér z =-faktori), je zobrazeni K 3 A +— A’ € K’ prosté zobrazeni K na
K’; tedy |K| = |[K’|. Mame kone¢né I(k,T) = |K| = [K'| = I(k, T").
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4) a) Pro L'-formuli ¢/(Z) s 1(Z) > 0 a jeji ,pieklad ¢ do T existuje ¢o(T) oteviend tak, ze
Tt @+ po; pak T' F @' < pp.

b) Budte A’ C B’ modely T", (%) né&jaka L'-formule, @ € A'®). Mame jasné: A’ = ¢'[a] <
A= pla] & B |= plal < B’ |= ¢'[al.

c) Sv&dél o tom teorie T rovna SC a jeji extenze T” o axiom 0 = y < (Va)(Sz # y). SC
neni modelové kompletni, nebot napf. (N — {0},S) C (N,S) = SC, (N — {0},S) £ (N,S). T” je
ekvivalentni s teorii SCy, a ta mé eliminaci kvantifikdtort. O

PRIKLAD 4.3.11.
Teorie SCq je kompletni, ma prvomodel (N, S,0), ma eliminaci kvantifikitord a je tedy i mo-
delové kompletni.
1) Bud SCj, extenze teorie SCy o definici konstantniho symbolti 1: 1 = y <+ y = S0.
Dle E3.101 tedy plati:
SCj je kompletni, m4 prvomodel (zfejmé (N, S,0,1)) a stejné izomorfni spektrum jako SCp. ()

2) Bud SC’ rozsiteni teorie SC o definice konstantnich symboli 0, 1:
0=y (V2)(Sz#y) & (VW #y)(F2)(Sz2=y), 1=y y=50.
Teorie SC’ je jednoduché bezesporna extenze teorie SCy, nebot dokazuje kazdy axiom teorie SCy.
Protoze je SC{, kompletni, je SC’ ekvivalentni s SC{,. Tedy:
a) Diky E3.101a (@) plati
SC je kompletni, ma prvomodel (zfejmé (N, S)) a stejné izomorfni spektrum jako SCy.
b) SC’ je modelové kompletni (dle 5), nebot SCy je modelové kompletni).
SC neni modelové kompletni (nebot (N —{0},S) C (N,S) = SC, (N — {0},S) £ (N, S)).



4.4. POZNAMKY.

4.4 Poznamky.
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Priloha A

Vlastnosti konkrétnich teorii

A.1 Teorie SCy, SC.

Bud A = (4,8%,04) = SC. SCp-ekvivalenci ~5°°, struénéji ~ 4, na A definujeme takto:
a~ab < S"a=bnebo S"b = a pro néjaké n prirozené. (A.1)
Pro g € A/~ 4 definujme:
A Je {q,841 q,0%) resp. (q,S"1¢q), je-li ¢ = [04]~, resp. jinak.
TVRZENI A.1.1. (Izomorfizmy modelt teorie SCo.) Budte A = (A,S4,04), B = (A,SB,05)
modely teorie SCy.
1) Proqe A/~a je Ay = (N,S,0) resp. Ay = (Z,S), je-li ¢ = [04]~, resp. jinak.

2) a) Necht H je bijekce A/~ 4 na B/~pg takovd, ze H([04]~,) = [0®]~, a zobrazenih: A — B
bud takové, Ze pro kazdé q € A/~a je jeho restrikce na q izomorfizmus Ag) a B(p(q))- Pak
je h izomorfizmus A a B.

b) A=B & [A/~al = |B/~B5|.
3) (Izomorfni spektrum teorie SCo.)
a) I(k,SCo) =1 pro k > w.

b) I(w, SCy) = w. Podrobnéji: trida modeli izomorfnich se spocéetngm modelem A teorie SCqy
je jednoznacné uréend cislem |A/~ 4|, ktergm miZe byt libovolné 1,2, ... ,w, nebot ziejmé
spocetnymi modely SCy jsou aZ na izomorfizmus pravé Jn(O) sneNdn=w. (A2

Diikaz. 1) Pfislusny izomorfizmus najdeme takto. Oznaéme A’ vybér z faktort ekvivalence ~4 a
bud 04 € A'. Probe Abud ¥’ € A’ s b~ V. Pak existuje jediné n tak, ze: bud S™0’ = b a pak
polozme e(b) = n, nebo S™b = b’ a pak polozme e(b) = —n. Zobrazeni b — e(b) je izomorfizmus
'A([OA}NA) a <N,S,O> a -A([a}NA) a <Z,S>, kdyi a ’7Z‘A OA.

2) a) je zfejmé z 1). b) je bezprostfedni diisledek a) a 1). 3) a) je disledkem 2) a podobné i b).
TVRZENI A.1.2.

1) a) Teorie SCy je modelove kompletnd.

b) (N, S,0) je algebraicky prvomodel SCy.
Disledek: (N, S, 0) je prvomodel SCy a SCy je kompletni. SCq je ekvivalentni Th((N, S, 0)).
2) Teorie SCy md eliminaci kvantifikdtord.
3) Teorie SCy nent f-homogenni.

4) Teorie SCo nent ani koneéné azxiomatizovatelnd ani oteviené ariomatizovatelnd.
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Diikaz. 1) a) (Pomoci Léwenheim-Skolemovy véty.) Budte A C B modely teorie SCp; méame
dokéazat, ze A < B.

Pripad |A| < |B|. Podle Lowenheim-Skolemovy véty nahoru existuje C tak, ze A < C a |C| =
|B|. Necht ~ 4 zna¢i SCy-ekvivalenci na A a podobné pro B, C. Plati zfejmé nasledujici rovnosti:
~a=n~p NA% =~c NAZ. Existuje tedy bijekce H mnoziny B/~p na C/~¢c identickd na A/~ 4
(specialné s H([0P],) = [0°]~,). Ta uréuje izomorfizmus h struktury B a C identicky na A, totiz
tak, ze restrikce h na g € B/~p je izomorfizmus Bg) a C(g(q)). Pro formuli ¢(Z) a@ € A'®) mame:
A ¢la]l & C | ¢[ha] < B = ¢[a). Tudiz A < B.

Piipad |A| = |B|. Podle Lowenheim-Skolemovy véty nahoru existuje C tak, ze B < C a |C| >
|B|. Podle dokdzaného mame A < C, B <C, tedy i A < B.

b) Pro A |= SCy je (N, S,0) izomorfni s A(pa]_ ); tedy (N,S,0) je algebraicky prvomodel SCo
a zbytek je dtsledkem.

2) Dokazeme, ze SCy je l-koexistenéni. Bud f neprazdné koneéné parcidlni vnofeni modelu
A E SCq do B = SCy; miizeme piedpokladat, ze 04 € dom(f). Nechf ag,...,a, 1 je prosté
ocislovani dom(f), x(xo,...,%n_1,y) je elementarni konjunkce a A = xlao,...,an—_1,a] s jistym
a € A; hleddme b tak, aby platilo B = x[f(ao),.- ., f(an—1),b]. Konjunkty konjunkce x jsou bez
djmy na obecnosti tvaru S"z; = y ¢ S"y = x; a jejich negace. Uvedené rovnosti piSme zkracené
jednotné jako S™z; = y s n celym. Kdyz a = (S4)"a; pro né&jaké n celé, bud b = (SB)" f(a;);
pak m4 jasné b pozadovanou vlastnost. Jinak ma b byt rtizné od koneéné prvki tvaru (SB)" f(a;);
protoze je B nekonecné, takové b existuje.

3) Zobrazeni f : J1 — Jo takové, ze f((0,0)) = (0,0), je parcidlni vnoteni J, (0) do J(0). Nelze
je bezprosttedné rozsitit do (1,0) (€ Jq).

4) a) Kone¢nd axiomatizovatelnost. Je-li SCo koneéné axiomatizovatelnd, mé axiomatiku 7"
(Q1),(Q2),(Q7),{S™x # x; 0 < n < k} pro jisté k > 1. Existuje model T, obsahujici (N,S,0) a
¢ast izomorfni s (k,S), kde Sn =n+1pron < k—1, S(k — 1) = 0; to neni model SCy, nebot
v ném plati (Ir)(S*z = ) - spor.

b) Oteviend axiomatizovatelnost. Pro A = SCq s |[A/~4| > 1 bud a € A takovy, 7ze a %4 04,
Pak podstruktura B C A s univerzem B = 04/~ U {S"a; n € N} neni model SCy. O

Teorie SC.

Bud SC° rozsifeni teorie SC o definici konstantniho symbolu 0:

0=y« (V2)(Sz #y) & (VW # y)(F2)(Sz =v/).
Teorie SC° je jednoduchd bezespornd extenze teorie SCq; protoZe je SCo kompletni, je SC° s ni
ekvivalentni.

TVRZENI A.1.3.

1) Teorie SC° je ekvivalentni s SCy (a konzervativni extenze SC o jednu definici).
Disledky:
a) Teorie SC je kompletni (protoZe je SCo kompletni).
b)  Teorie SC ma stejné izomorfni spektrum jako SCo a (N,S) je prvomodel SC.
¢) Teorie SC nent konecné axiomatizovatelnd.

2) Teorie SC neni modelové kompletni a tedy nemd eliminaci kvantifikdtori.

3) Teorie SC nent oteviené axiomatizovatelnd.

Diikaz. 1) je jasné.

2) Je A = (N,S) E SC a podstruktura Al (N — {0}) je model SC, neni to v8ak elementarni
podstruktura A.

3) Je (N,S)+(Z*1,S) C (N,S)+(Z,S) = SC,kde Z* ={a € Z : 0 < a}, aviak (N,S)+(Z*,S) |~
SC. O
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A.2 Teorie DiLO, DIiLO°.

Teorie DiLO° je rozsifeni DIiLO o binarni predikdtové symboly <, s n € N, definované takto:
r<py < x<y& mezi x ay existuje pravé n prvka”.

Tedy = <o y znamend, Ze ,x je bezprostfedni predchtudce y“. Déle zna¢ime (Z, <)° jednozna¢nou
expanzi (Z, <) do modelu DiLO°.

TVRZENT A.2.1. (Vlastnosti teorie DiLO a DiLO°.)
1) I(x,DiLO) = 2" pro k nekonecné.
2) a) Teorie DiLO neni modelové kompletni a tedy nemd eliminaci kvantifikdtori.
b) DiLO neni oteviené aziomatizovatelnd.
3) DILO° md eliminaci kvantifikatori. Tedy pro DiLO je eliminacni mnoZina formuli
r=y, =<y, ax<y&xFy& ,mezix avy exristuje privé n prvki“,n € N.
4) (Z,<)° je algebraicky prvomodel DILO°. Tedy:
a) DILO° je kompletni a tudiZ i DILO je kompletnd.
b) (Z,<)° je prvomodel DILO° a tedy (Z,<) je prvomodel DiLO.

5) DIiLO° neni f-homogenni, nebot f = {{((0,0),0)} je parcidlni vnofeni (Z,<)° + (Z,<)° do
(Z,<)°, které nelze bezprostiedné rozsivit do (1,0).

Driikaz. 1) Pro ostré linearni usporadani A = (A, <) bud A(Z) = (A x Z,<r.) lexikografické
uspoiadani. Je diskrétni a kardinality max(|A|,w). Necht B = (B, <?) je linearni usporddani. Pak
plati A(Z) = B(Z) = A = B. Bud totiz h isomorfizmus A(Z) a B(Z). Definujeme-li H : A — B
vztahem H(a) = b < existuje j € Z s h({a,0)) = (b,j), je H izomorfizmus A a B. Protoze na
K > w je 2" neizomorfnich linedrnich usporadéni A, mame 2" neizomorfnich linedrnich usporadani
A(Z) na k x Z, tedy 2" neizomorfnich diskrétnich linedrnich uspofddani, majicich kazdé velikost
univerza .

2) a) Bud Z kanonické usporadani celych ¢isel. Pak A = Z + Z = DiLO. Bud B podstruktura
A s univerzem B = {(0,¢); ¢ < 0} U {(1,¢); ¢ > 0}. A, B jsou modely DILO, B C A, av8ak neni
B =< A

0 0
o o o o e P Y o 0 R A R o o I [ IR [P S S S S PR [ S B B S P
{0} x Z {1} X Z

b) Podstruktura modelu oteviené teorie T' je model T'. Protoze
(N,<) C (Z,<) |- DILO a (N, <) I DiLO,
neni DiLLO ekvivalentni oteviené teorii.

3) Dokazeme, ze DILO° je 1-koexisten¢ni a tedy m4 eliminaci kvantifikdtord. Budte A, B mo-
dely DIiLO° a f neprdzdné konefné parcidlni vnoteni A do B. Necht (Jy)x(zo,...,Zn-1,y) je
1-primitivni formule, kde x je elementarni konjunkce; pro ag, ..., a,—1 z dom(f)™ a d z A hleddme
d' z B tak, aby A = x[ao, ..., an-1,d] = B E x[f(a0),. .., f(an—1),d]. Konjunkty formule y jsou
bez Gjmy na obecnosti tvaru

) a; <py, y<g i, v; =y, i) negace formuli z1i), iii) z; <y, y < z;. ()

Budte 49,91 < n takové, ze a;, <4 d <4 a;,, pokud existuji, a navic jsou nejblizsi. Pak bud d’
z B mezi f(a;,) a f(ai,) takové, aby platilo A° = ¢[a;, ,d] < B° = ¢[f(a,,,),d'] pro uvazované
konjunkty v tvaru i), i) z @ a m < 2. Plati-li a;, <j d & d <y a;, pro néjaké k & a;, = d &
d = a;,, je d’ jednozna¢né uréeno. V opaéném piipadé je mezi a;, a a;, nekoneéné prvki a tudiz
i mezi f(a;,) a f(a;,). Déle o a;,, a;,, d plati koneéné konjunkt tvaru ii), které maji platit o
flaiy), flai,), d'. Tyto konjunkty fikaji, Ze d’ muZe byt jakykoli prvek mezi f(a;,), f(ai,) kromé
jistych koneéné mnoha prvku; takové d' ovsem existuje. Stejné postupujeme i v p¥ipadé, ze a;, ¢i
a;, neexistuje.
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4) Jasné lze (Z,<)° vnofit do kazdého modelu teorie DiLO°.

a) DILO° je kompletni, nebot m4 eliminaci kvantifikitorti a algebraicky prvomodel. Protoze
DiLO° je konzervativni extenze DiLO, je i DiLO kompletni.

b) Jasné je (Z, <) algebraicky prvomodel DiLO. Je-li teorie modelové kompletni, je jeji alge-
braicky prvomodel jejim prvomodelem; odtud plyne zbytek tvrzeni.

5) je jasné. O

A.3 Teorie Del.O.

TVRZENI A.3.1. (Vlastnosti teorie DeLO.)
1) I(k,DeLO) =1 resp. 2" pro k = w resp. k nespocetné. Specidlné je DeLO kompletni.
2) DeL.O je f-homogenni, md tedy eliminaci kvantifikatori a je modelové kompletns.
3) (Q, <) je prvomodel teorie DeLO.

4) Teorie DeLO neni oteviené aziomatizovatelnd.

Diikaz. 1) Snadno se sestroji rekurzi izomorfizmus dvou spoéetnych modelt teorie DeL.O; DeLO
je tedy w-kategorickd o odtud plyne kompletnost. Tvrzeni pro x nespocetné dava tvrzeni [[.3.1] o
neizomorfnich linedrnich usporadanich.

2) Kazdé neprézdné koneéné parcialni vnofeni mezi modely DeLO lze jasné bezprostiedné
prodlouzit, DeLO je tedy koexisten¢ni a tedy mé eliminaci kvantifikdtoru.

3) Je-li A | DeLO, jasné lze (Q, <) vnofit do A na néjaky podmodel A’. Diky modelové
kompletnosti je A’ < A.

4) Podstruktura modelu oteviené teorie T je model T. Podstruktura (N, <) modelu (Q, <)
teorie DeLLO neni model DelLO; tedy DeL.O neni ekvivalentni oteviené teorii. O

A.4 Aritmetiky.

Jazyk aritmetiky je (S,+,-,0,<), N = (N,S,+,-,0,<) je jeho model, zvany standardni model
aritmetiky. (S, +,0) je jazyk (aditivni) Presburgerovy aritmetiky Pr, (N, S, +,0) je jeji standardni
model. Pron € N je n term S---S0, S aplikovdno n-krét, nazyvajici se (n-t§) numerél; 0 je 0. nx
znacl term x + - - - + x, + aplikovano n-krat.

Presburgerova aritmetika.
Pro m,n € N plati:

a) Prkm=0 < m=0 b) Prk

m:
¢) PrkSm=Sm d) Prkm+ (A.3)

Pfitom k ditkazu stadéi jen axiomy (Q1) — (Q4); neni tfeba indukce. Polozka a) plyne pomoci (Q1),
b) pomoci a) a (Q2), ¢) z definice numerélu, d) indukei dle n pomoci ¢) , (Q3) a (Q4).

TVRZENI A.4.1. (Elementarni dokazatelné formule v Pr.) V Presburgerové aritmetice Pr, do-
konce s pouZitim jen schematu indukce pro oteviené formule, je dokazatelné:

1) a)Sz+y=S(z+y) b)0+z=x+0
2) a)zt+y=y+=x b) (z+y)+z=2+(y+2) c)ax+z=y+z—ox=y.

Diikaz. 1) a) Indukei podle y. Sz + 0 = Sz = S(z + 0) dle (Q3). Indukéni krok: mame
Sz 4+ Sy = S(Sx 4+ y) = SS(z + y) = S(x + Sy).
1. rovnost plyne z (Q4), 2. je indukéni predpoklad, 3. dle (Q4).
b) Indukci dle z. 0 + 0 = 0 + 0. Indukéni krok: méme
0+ Sz =S(0+z)=S(z+0)=Sx=Sx+0.
1. rovnost plyne z (Q4), 2. dle indukéniho pfedpokladu, 3. dle (Q3), 4. dle (Q3).
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2) a) Pfedpoklddame 1). Déle indukei dle . 0 +y = y + 0 plati diky 1). Indukéni krok:
Sz 4y =S(x+y) =S(y+x) =y+ Sz; 1. rovnost plyne z 1), 2. je indukéni pfedpoklad, 3. plyne
z (Q4).

b) Piedpokladdme 1). Dale indukci dle 2. Pro 2 = 0 to plati: (0+y) +z=y+2=0+ (y + 2)
uzitim 1) a uzitim (Q3). Indukéni krok: (Sx+y)+2z = S(z+y)+2z = S((x+y)+2) = S(z+(y+2)) =
Sz + (y+ z). 1. a 2. rovnost plyne z 1) a), 3. z indukéniho pfedpokladu.

¢) Snadno indukei dle z uzitim (Q3) pro z = 0 a (Q4), (Q2) v indukénim kroku. O

Bud Pr° extenze Pr o definice
r<y+ (Fz£0)(x+2=y), P,(z)+ (Fy)iny==2x) (,n déli z“) prol <neN. (A.4)
Pro A |= Pr bud A° jednozna¢nd expanze struktury A, kterd je modelem Pr°. V Pr° je dokazatelné:
1) < je ostré linedrni diskrétni uspofddani s nejmensim prvkem 0 a bez nej-
vétsiho, Sz je naslednik x v < a déle je < izotonni vici S, +.

2) Vyep Pu(z+i) prol <neN. (N-divizibilita).

Snadno se zjisti, ze plati:
Pro modely A C B teorie Pr je A° C B°. (A.5)

VETA A.4.2. (Nékteré charakteristiky teorie Pr.)

1) a) Teorie Pr° md eliminaci kvantifkdtori a je tedy modelové kompletni.
b) (N, S,+,0)° je algebraicky prvomodel Pr° a tedy prvomodel a Pr° je kompletni.

2) Pr je kompletni, ekvivalentni s Th({N,S,+,0)) a (N,S, +,0) je jeji prvomodel.

3) Pr je modelové kompletni a nemd eliminaci kvantifikdtori.

Diikaz. 1) a) Dikaz neuvadime. b) Diky (A.3]) zfejmé existuje vnoteni (N, S, +,0) do modelu A
teorie Q; z (A5 je patrné, Ze to je vnoreni i (N, S, +,0)° do A°.

2) Protoze konzervativni rozsifen{ Pr° teorie Pr je kompletni, je Pr kompletni. Teorie Pr ma
model (N, S, +,0), tedy je ekvivalentni s teorii tohoto modelu. Protoze (N, S, +,0)° je prvomodel
Pr°, 1ze jej elementarné vnofit do A° jakmile A = Pr, tudiz je tim spise (N, S, +,0) elementérné
vnofen do A.

3) Dokazeme, Ze Pr je modelové kompletni. Budte A C B modely Pr. Pak plati A° C B° dle
(AF). Tudiz A° < B° diky modelové kompletnosti Pr°® a tedy i A < B.

Dokézeme, Ze Pr nemé eliminaci kvantifikitort. Bud A nestandardni model Pr, a € A ne-
standardni prvek A. Pak f = {(a + a,a + a + 1)} je parcidlni vnofeni A do sebe. Atomicka
formule t(z) teorie Pr je totiz ekvivalentni v Pr formuli tvaru maz = n s m,n pFirozenymi.
Odtud je jasné, ze A = Yla+a] & A= Yla+a+1]. Dile A = (Jy)(y +y = x)[a + a]. AvSak
A (Jy)(y+y = z)[f(a+a)]; Pr tedy neni koexistenéni a tedy nema eliminaci kvantifikdtora. O

Hierarchie aritmetickych formuli a mnozin.

A43. ¥,-, II,- a A,-formule a mnoziny. Aritmetické mnoziny.

1. Omezend formule jazyka aritmetiky je formule jazyka aritmetiky, ve které je kazda kvan-
tifikace omezend, tj. tvaru (Qz < y), kde @ je kvantifikitor a z,y jsou rtzné. Takovi formule
je ekvivalentni formuli tvaru (Q121 < 31) -+ (Qnzn < yn)p, kde Q; jsou kvantifikitory a ¢ je
oteviena formule.

2. Hierarchii ¥, -formuli a 11, -formuli jazyka aritmetiky definujeme indukci:

e Yy-formule a IIy-formule jsou pravé omezené formule.

o ¥, -formule resp. IL,-formule jsou formule pravé tvaru (3%)e resp. (VT)p, kde ¢ je IL,,_1-
formule resp. X,,_;-formule.

e Formule jazyka aritmetiky je A,, (-formule), je-li logicky ekvivalentni jak néjaké %,,-formuli
tak néjaké II,-formuli.

Zcela stejné definujeme X, -, II,, - a A, -formule jazyka L obsahujiciho <.

3. Mnozina je ¥, resp. II,, resp. A, (-mnoZina), je-li to mnoZina definovana (s parametry
¢ bez parametrt) néjakou X,- resp. IL,- resp. A,-formuli ve standardnim modelu N. Obory
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takovych podmnozin N* jsou uzavieny na sjednoceni a primik. Komplement %,,- resp. II,,-mnoziny
je IL,- resp. ¥,,-mnozina, komplement A,-mnoziny je A,-mnozina. Je-li A C N* i jeji komplement
Y,-mnozina, je to A,-mnozina. SloZeni totalnich funkci, které jsou A,, je A,. Kazdd mnoZina
definovatelnd v N je X, a také II,, pro n&jaké n (diky tomu, Ze definujici formuli miZeme vzit
v prenexnim tvaru); mnoziny definovatelné v N se nazyvaji aritmetické.

Robinsonova aritmetika.

TVRZENI A.4.4.
1) Pro m,n € N plati:

a) QFm=0 & m=0 b) QFm=n & m=n
c) QFSm=8m d) QFm+n=m+n e) QFm-n=m-n
2) V Q je dokazatelné pro m,n € N.
(ql) z<m+&z=0V---Vz=m (@2) z<mVm<zx
r<y<m—z<m r<m<y—c<y

Specidlne: QFm<n < m<n.
3) (O Xj-kompletnosti Robinsonovy aritmetiky.) Pro Xi-formuli o(x1,...,25) @ my,...,mg
z N je QF ¢(mi,...,my) & NE=pm,...,myl. (A.6)

Diikaz. 1) a) plyne pomoci (Q1), b) pomoci a) a (Q2), c¢) z definice numerélu, d) indukei dle n
pomoci ¢) , (Q3) a (Q4), e) obdobné navic pomoci (Q5) a (Q6).

2) (ql) Indukci podle m. Pro m = 0 to plati, nebot ziejmé Q F z < 0 +» z = 0. Necht to plati
pro m. Pak v Q mame: x < m + 1 pravé kdyz z + x = Sm pro néjaké z. Pokud = # 0, médme
x = Sz’ pro n&jaké =’ a diky (Q4), (Q2) tedy z+z’ = m, tj. ' < m a dle indukéniho pfedpokladu
je @’ = p pro n&jaké p < m. Tedy z = Sp a mame x = ¢ pro néjaké ¢ < m + 1. (q2) plyne snadno
indukei dle m, uzijeme-li (q1). Zbyvajici dvé implikace plynou snadno uzitim (q1), (q2).

3) Indukei podle slozitosti termu ¢ se dokdze Q F t(ni,...,ng) = tN[ng,...,ng) uzitim 1).
Indukci podle slozitosti a uzitim 1) a specialniho tvrzeni z 2) dale dokazeme (A.6) pro ¢ omezenou;
v ptipadé omezené kvantifikace uzijeme (¢l) z 2). Snadno se provede krok pro 3. O

TVRZENI A.4.5. (Nékteré charakteristiky Robinsonovy aritmetiky Q.)
1) Teorie Q neni kompletnd.
2

) Q neni oteviené axiomatizovatelnd.
3) Jednoduchd bezespornd extenze T teorie Q takovd, Ze N | =T, md algebraicky prvomodel N.
)

4) Bud T jednoduchd bezespornd extenze teorie Q takovd, Ze N = T a T neni ekvivalentni
s Th(N). Pak T neni modelové kompletni a tedy nemd eliminaci kvantifikdtord.

Diikaz. 1) V Q neni napt. dokazatelné (Vx,y)(z < y V y < z), plati to v8ak v N. Bud totiz
A = NU Z{z,y}, kde Z{z,y} jsou nenulové polynomy v proménnych x,y nad Z s kladnymi
koeficienty u mocnin s nejvétsi sumou exponenti.

Ziejmé je A uzavieno na sCitdni + a nédsobeni - polynomu. Definujme S : A — A tak, Ze
S(a) = a+1arelaci < C A? tak, e a < b < c+a = b pro néjaké c € A. Pak (4,5, +,-,0,%) EQa
prvky z,y jsou <-nesrovnatelné, nebot c+r =y c=y—zxay—ar ¢ A. TedyQlEax <y Vy <.

2) Bud A vlastni elementérni extenze N; je N = Q. Bud a € A — N. Pak podstruktura
B = A(a) C A neni model Q. Kazdy prvek z B je totiz tvaru t[a] pro néjaky term t¢. Snadno
se dokaze indukci dle slozitosti t: t[a] € N nebo a <# t[a]. Tudi# neexistuje b € B s S4(b) = a.
(Pokud S4(b) = a, tak b <* a, b ¢ N.) Aviak Q -z # 0 — (Hy)(Sy = x)

3) Bud A = T. Definujme h : N — A takto: h(n) = (n)* (= --84(04), 84 aplikovano
n-krat). Pak je to hledané vnofeni, nebot Q F S(n) =Sn, QF mon = mon, kde ¢ je + nebo - a
QFm<n& m<n.
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4) Protoze T' ma algebraicky prvomodel N, mé pfedpoklad modelové kompletnosti 7' za na-
sledek, Ze standardni model aritmetiky N je prvomodel T a tedy T je kompletni a ekvivalentni
s Th(N). O

POZNAMKA A.4.6. Nasledujici extenze Q jsou bezesporné (tj. maji model):
QU {< je tranzitivni, neni reflexivni},
QU {+ je komutativni, - neni komutativni}, Q U {+ neni komutativni}.

VETA A.4.7. (O nerozhodnutelnosti a nekompletnosti.) Bezespornd teorie rozsitujici Robinsonovu
aritmetiku Q je nerozhodnutelnd a je-li navic rekurzivné axiomatizovand, neni kompletni.
Dusledky:
Necht Sentpq) resp. Thq resp. nThq znaci mnoZinu sentenci resp. dokazatelngjch sentenci resp.
negaci dokazatelnijch sentenci teorie Q. Pak
a) Thq je ¥1 a neni Ay, b) Sentrq) — (Thq UnThq) je Iy a neni A;.

Peanova aritmetika.

TVRZENI A.4.8. (Elementérni teorémy P.) V Peanové aritmetice P, dokonce v jednoduché ex-
tenzi Q o schema indukce pro oteviené formule, je dokazatelné:

1) a)Sz+y=S(x+y) b)0+z=2+0

2) a)zty=y+tax b) (x+y)+z=a+(y+2)

3) a)0-2=0 b)Sz-y=zy+y c) xy = yx

4) a)(z#0Vy#0)—sz+y#0 b)z#0—-y#ar+y

5) a)r<z & (w<y&ky<zr—our=y) & r<y&ky<z—r<z) bjr<yvVy<z

(Tj. < je linearni usporadéni.)
Diikaz. Formule z 1) a 2) jsou dokazatelné i v Presburgerové aritmetice; viz [A-4.1]

3) a) Indukci dle z. Plati 0-0 = 0 dle (Q5). Indukéni krok: 0- Sz = 0-x+ 0 = 0 uzitim (Q6) a
(@5).

b) Predpokladame 1) a), 2). Indukei dle y. Je Sz-0 = 0 = z- 0+ 0 uzitim (Q5), (Q6). Indukéni
krok: Sz -Sy =S(Sz-y+2) =S((zy+vy) +2) =S((zy +2)+y) =S(z-Sy+y) =2 - Sy + Sy. L.
rovnost dava (Q6), (Q4), 2. plyne z indukéniho pfedpokladu, 3. plyne uzitim 1) a), 2), 4. pomoci
(Q6) a 5. pomoci (Q4).

c¢) Pfedpokladdme, Ze jiz médme dokdzané 3) a), 3) b), 1) a). Indukci dle . Je 0-y=0=1y-0
uzitim 3) a) a (Q5). Indukéni krok: Sz -y = 2y +y = yr +y = y - Sz. 1. rovnost plati dle 3) b), 2.
plyne z indukéniho pfedpokladu, 3. z (Q6). 4), 5) jiZz nedokazujeme. O

TVRZENI A.4.9. (Nékteré charakteristiky Peanovy aritmetiky P.)
1) N je algebraicky prvomodel P.
2) Bud AP, X C A. Pak A(x) < A, kde univerzum A(x) je mnoZina definovatelngch prvki
v Anad X, tj. Axy={ac A; {a} € Df' (X, A)}.
Drisledek: Pro A =P je Ay prvomodel teorie Th(A).
3) P neni modelové kompletni a tedy nemd eliminaci kvantifikdtori.
4) P md kontinuum neekvivalentnich jednoduchych kompletnich extenzi.
5) P neni oteviené axiomatizovatelnd.
Diikaz. 1) Bud A = P. Definujme h : N — A takto: h(n) = ()4 (= S4---54(04), S# aplikovano
n-krat). Pak to je vnofeni N do A.

2) A(x) je jasné uzavieno na funkce struktury A; tedy A(x) € A. Snadno se dokdze platnost
predpokladt Tarski-Vaughtova testu pro A x) a A: pro neprazdnou mnozinu D z Df ! (Axy, A) je
definovan jeji nejmensi prvek nad X v A, coz je prvek z podstruktury A x), ktery test pozaduje.

Disledek. Bud A" |= Th(A), tj. A" = A. Pro a € Ay bud o(z) formule jazyka Peanovy
aritmetiky definujici {a} v A; pak definuje jisté {a'} v A’; polozme h(a) = a’. Toto h je korektné



102 PRILOHA A. VLASTNOSTI KONKRETNICH TEORII

definované a je to prosté zobrazeni Ay na A’(@). Staci dokézat, Ze to je vnoreni Ay do Azw). Pro n-
arni funkéni symbol F jazyka aritmetiky a (aq, - .., a,) z A"T! bud F4(ag,...,a,_1) = a,; mame
dokazat, ze FA'(a}, ..., a,, ;) = a!,. Necht p;(x;) definuje {a;} v A. Pak v A plati Nicn pi(Ti) —
F(xo,...,Zn_1) = Zpn; posledni formule plati i v A’ a tedy FA'(a},...,a!, ;) = a/,. Podobné, je-li
R relaéni n-4rni symbol, tak analogicky dostaneme R (ag, ..., an_1) < R (d), ... dl, ;).

3) a) Kdyby P byla modelové kompletni, diky existenci algebraického prvomodelu N by byla
kompletni — spor s

4) UZzijeme tvrzeni: Kazd4 bezesporné extenze aritmetiky P o kone¢né axiomt je nerozhodnu-
telné a tedy nekompletni. (Je to dlisledek véty o nerozhodnutelnosti a nekompletnosti.) Pro kazdy
vrchol o stromu ({J,, o "2, C) sestrojime bezespornou jednoduchou extenzi 7, teorie P o kone¢né
axiomi takto: Bud Ty teorie P. Mame-li T,,, bud ¢, nezévisla sentence teorie T,. Bud ¢,-o formule
Qs a pg-1 formule ¢,; bud Ty-; = T, U {@s-i}. (07 znadi o U {{(n,i)}, kde n = dom(o).) Pro
f € "2 bud Ty extenze P prévé o axiomy ¢gi, s n € N (tj. Ty = U, enTf1n)- Pro f # g € ™2
a nejmensi n s f(n) # g(n) je v jedné z teorii Ty, Ty formule ¢y} ,41, pravé kdyz je v druhé jeji
negace.

5) Bud A model P, ktery je vlastni extenzi N. Bud a € A—N. Pak podstruktura B = A{a) C A
neni model P. Kazdy prvek z B je totiz tvaru t[a] pro n&jaky term ¢t. Snadno se dokaze indukci
dle slozitosti t: t[a] € N nebo a <4 t[a]. TudiZ neexistuje b € B s S4(b) = a. (Pokud S4(b) = a,
tak b <4 a, b ¢ N.) Avak P - # 0 — (Jy)(Sy = ). O

A.5 Teorie vektorovych prostoru.

TVRZENI A.5.1. (Izomorfni spektrum vektorovych prostortl.) Bud F téleso, A vektorovy prostor
nad F a T teorie vektorovych prostori nad F. (A(L) je pocet velikosti nejuyse rovngch A.)
1) Bud |F| < w. Je-li dim(A) = n, je |A| = |F|". Je-li dim(A) > w, je |A| = dim(A).
0 kdyz |F|™ # X < w pro kazdé n < w
Disledek: I(A\,T) =< 1 kdyz |F|* = X pro néjaké n < w
1 kdyz A\ > w.
2) Bud |F| > w. Je-li 0 < dim(A) < |F|, je |A| = |F|. Je-li dim(A) > |F|, je |A| = dim(A).
0 kdyz 1 < A < |F)|
Disledek: TN\, T) = ¢ M(<)  kdyz X\ = |F|
1 kdyz \ > |F|.
Diikaz. Tvrzeni o A plynou z elementarnich vlastnosti vektorovych prostori. Zbyva objasnit pro
|F| > w dusledek I(A\,T) = A(<K), kdyz A = |F|. V tomto piipadé je podet dimenzi uvazova-

nych modeli, z nichz kazda ur¢uje jeden izomorfni typ, roven po¢tu nenulovych kardinalnich ¢isel
nejvyse rovnych A; téch je pravé A\(<). O

TVRZENI A.5.2. (Vlastnosti teorie nekoneénych vektorovych prostort.) Bud T teorie nekonec-
nych vektorovych prostori nad télesem F'. Pak:

1) T je A-kategorickd pro kazdy nekoneény kardindgl X\ > |F| a tedy i kompletni.

2) T ma eliminaci kvantifikdtord a je tedy i modelové kompletni.

3) T je f-homogenni, prdivé kdyZ je F konecné.
Diikaz. 1) Plyne z[A51]

2) Dokéazeme, Ze T je 1-koexisten¢ni. Budte A, B modely T a f neprézdné konecné parci-

alni vnoteni A do B. Necht (Jy)x(xo,...,2n-1,y) je l-primitivni formule, kde x je elementarni
konjunkce bez Gjmy na obecnosti tvaru

Njcm 2oicn Tii%i + 15905 0
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s 7,1 2 F, rj # 0 ao; bud = nebo #. Necht A |= x[ao,...,an—1,d] pro néjaké ao,...,an_1
z dom(f) a d € A; hleddme d' € B s B = x[f(ao),..., f(an—1),d]. Je-li d = —Tij Y ien Tj,ili
pro néjaké j < m, bud d' = —T%_ Y ienTjif(a;). Jinak za d’ vyberme néjaky prvek z nekonecné
mnoziny A’ C B prvki rtzny od vSech prvkil tvaru —%_ YienTiif(ai) s j < m. Pak ma d’
pozadované vlastnosti.

3) Budte A, B modely T. Je-li F kone¢né, maji A, B nekonecnou dimenzi a tedy lze kazdé
neprazdné konecné parcidlni vnofeni A do B bezprostiedné prodlouzit. Je-li F' nekoneéné, necht

A mé dva generatory ag, a; a B jen jeden bg. Zobrazeni f = {{ag, bo)} nelze prodlouzit do a;. O

A.6 Teorie CEy(c0), C'E,.

TVRZENI A.6.1. (Vlastnosti teorie CEy(c0).)
Bud'1l < k € N a ozna¢me teorii CEx(c0) jako T

1) Pro ekvivalenci E na k necht Tg je {(¢;)ick-teorie s axiomy
T U{ei = ¢j; (i,5) € E}YU{ci # ¢ (i, ) ¢ B}
Ekvivalenci na k ezistuje pravé B(k), kde B(k) je k-té Bellovo ¢islo.
a) Pro A,B = Tg téze kardinality je A = B; specidlné je Ty kompletni.
b) Jednoduchd kompletni extenze teorie T je aZ na ekvivalenci teorii prdvé nékteré Tg.

c) I(k,T) = B(k) pro kaZdou nekonecnou kardinalitu k.

)
2) a) T je f-homogenni a md tedy eliminaci kvantifikdtori a je modelové kompletnd.
b) Pro k=1 je T kompletni a md prvomodel.
¢) Pro k > 2 neni T kompletni a tedy nemd algebraicky prvomodel.

Dukaz. 1) a) plati evidentné. b) Bud 7" néjakd kompletni jednoduché extenze T. Bud E takova
ekvivalence na k, ze (i,j) € E < T’ - ¢; = ¢;. Diky kompletnosti 77 méame (i,j) ¢ E < T’
¢ # ¢j, tedy Tg C Th(T"), tedy i Th(Tg) C Th(Z"”). Plati i opa¢né inkluze, nebot pro sentenci ¢
s T' F ¢ nutné Ty - ¢, protoze jinak T' F ¢, —p. ¢) plyne ihned z a) a b).

2) a) Jasné lze neprazdné koneéné parcidlni vnofeni mezi modely T' bezprostiedné prodlouzit
a tedy a) plati.

b) Pro k =1 je B(k) =1 a T je tedy kompletni. Model (N, 0) je zfejmé algebraicky prvomodel
a v dusledku eliminace kvantifikitort to je prvomodel.

c) Pro k > 2 je B(k) > 2 a T tedy neni kompletni. Kdyby méla T algebraicky prvomodel, byl
by to prvomodel a T' by byla kompletni. O

TVRZENI A.6.2. (Vlastnosti teorie C'E,, spocetné riiznych konstant.) Oznacme T teorii C'E,,.
1) a) (w,T) =w aI(k,T) =1 pro & > w. Tudiz je T kompletni.
b) T neni konecné aziomatizovatelnd.

2) a) T je 1-koexistencni a tedy md eliminaci kvantifikdtori a je modelové kompletni. Ddle je
(N, n)pen jeji prvomodel.

b) Teorie T' neni f-homogenni.

Diikaz. 1) a) je jasné. b) Konecna ¢ast 77 C T mé jasné model, ktery neni modelem 7. Tudiz T
neni kone¢né axiomatizovatelna.

2) a) Dokazeme, ze T je 1-koexisten¢ni. Bud f neprazdné koneéné parciilni vnoreni modelu
A teorie T do modelu B teorie T. Bud @ prosté ocislovani dom(f), 1(a) = n, x(xo,...,Tn-1,¥)
elementarni konjunkce a a € A s A = x[a, a]. Mdme najit b € B s B = x[fa,b]. Konjunkty x
obsahujici y jsou bez Gjmy na obecnosti atomické tvaru y = x;, ¥y = ci a jejich negace. Je-li néjaky
atomicky, je jim b jednoznacné urceno. Nechf jsou vSechny negace atomickych. Protoze jich je
koneéné mnoho, najdeme v nekoneéné mnoziné B prvek b, ktery je vSechny spliiuje v B.
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Protoze je T' 1-koexisten¢ni, ma eliminaci kvantifikdtora a je modelové kompletni. Tvrzeni o
prvomodelu plyne z toho, Zze (N, n),cn je jasné algebraicky prvomodel T'.

b) A= (N,2k)ren, B = (N, k)ren jsou modely T'. Parcidlni vnofeni f = {(0,0)} nelze bezpro-
stfedné rozsirit do 1. Je-li totiz f' = f U (1,b), je b = cZ pro n&jaké i, tudiz plati B = (z = cx)[b].
Avsak A [~ (z = ¢)[1] a f’ tedy neni parcidlni vnofeni A do B. O

A.7 Teorie unarniho predikatu.

TVRZENT A.7.1. (Vlastnosti teorii UE, UE(m,n).)

1) a) Jednoduchd kompletni extenze teorie UE je aZ na ekvivalenci teorii pravé teorie UE(m,n)
sm,n € NU{oo}, m+n #0.

b) Teorie UE neni modelové kompletni a tedy nemd eliminaci kvantifikdtori.

2) a) Kazdd teorie UE(m,n) s m,n € NU{oo} a m+n # 0 je f-homogenni a md tedy eliminaci
kvantifikatori a je modelové kompletni.

b) Pro m,n e NU{oco} sm+n=00 ak>w je
1 kdyz m < co nebo n < oo,

I(k, UE(m,n)) = .
(r (m,n)) 2-k(<,00)+1 jinak.

Dikaz. 1) a) Kazda teorie UE(m,n) je kompletni. Kdyz totiz m + n < oo, mé UE(m,n) az na
izomorfizmus pravé jeden model (a to velikosti m + n); tedy je kompletni. Kdyz m + n = oo, ma
UE(m, n) az na izomorfizmus pravé jeden model velikosti w; tedy je kompletni.

Je-li T jednoduché kompletni extenze teorie UE, tak UE(m,n) C Th(T) pro n&jaké m,n €
NU {co}. Diky kompletnosti UE(m,n) a T je nutné Th(UE(m,n)) = Th(T).

b) Podstruktura modelu teorie UE je jeji model T'; odtud plyne, Ze UE neni modelové kompletni
a tudiz nem4 eliminaci kvantifikdtort.

2) a) Snadno se zjisti, Ze neprdzdné kone¢né parcidlni vnoteni mezi modely UE(m,n) lze
bezprosttedné prodlouzit.

b) Piipad m < oo nebo n < oo je jasny. Bud m = oo = n, K > w. Model A = (A, U4) =
UE(m,n) velikosti  je az na izomorfizmus uréen dvojici (|{U4|,|A —U4|) = (m,n), m,n < k a
nekonecné. Jsou mozné pravé jen pripady: m < k, n = k; m = K, n < k; m = kK = n. Téch je pravé
2 k(<,00) + 1. O

A.8 Teorie bijekci.

TVRZENI A.8.1. (Vlastnosti teorie BL.)
1) Pro teorii BI plati:

a) I(k,BI) je 0 pro k € N liché, 1 jinak.
b) Ma spodetné neekvivalentnich jednoduchych kompletnich extenzi, a to prdavé:
BI(2n) s0 <n €N, BI(0).
¢) Neni oteviené aziomatizovatelnd.
d) Neni modelové kompletnd.
e) Mad algebraicky prvomodel; je jim dvouprvkovy model.
2) Pro teorii BI(c0) plati:
a) Neni ani koneéné ani oteviené axiomatizovatelnd.

b) Je f-homogenni a tedy md eliminaci kvantifikdtord a je modelové kompletni.
¢) Md prvomodel (N,U, P), kde U = {2n; n € N}, P = {(2n,2n + 1); n € N}.

Diikaz je snadny. O
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A .8.2. Teorie BII.

Oznaéme BII teorii v jazyce LB = (U, V, P, R) s rovnosti, kde U,V jsou unarni a P, R bin4rni
relacni symboly, pfiCemz axiomatika vyjadiuje:
(a) ,existuje nekoneéné prvka“, (b) ,U,V jsou disjunktni*,

(¢) ,P je prosté zobrazeni U na V¢, (d) ,R je prosté zobrazeni U UV na komplement U U V*.

Bud A = BIL. Mnozinu definovanou bez parametrtt v A formuli (3y)(U(y) & R(y,z)) resp.
(Fy)(V(y) & R(y,z)) oznaéme

Usp resp. Vi (A7)

Zfejmé plati:
U4 = VA = A= (U vV = Al = [Ug| = V], (A.8)
Upg NV =0, URUVE=A—(UUVAY). (A.9)

LEMMA A.8.3. Budte A, B modely BII téze velikosti. Pak prosté zobrazeni X4 na XB, kde X
je U, V, Ur nebo Vg, lze rozsifit jednoznacné do izomorfizmu A a B.

Diikaz. Bud h prosté zobrazeni X4 na X” a X bud U. Zobrazeni h se rozsifi do hledaného
izomorfizmu jednozna¢né: h(P#(a)) = PZ(h(a)) pro a € U4, h(R*(a)) = RE(h(a)) pro a €
UA U VA, Pritom P (a) znadi b takové, ze P (a,b) a podobné pro R".

Zcela obdobné je tomu, kdyz X je V, Ur nebo Vg. 0

TVRZENI A.8.4. (Vlastnosti BIIL.) Teorie BII md ndsledugici viastnosti:
1) Je kategorickd v kaZdé nekoneéné velikosti a tudiz je kompletni a md prvomodel.

2) a) Je modelové kompletnd.
b) Nemd eliminaci kvantifikdtori.

3) a) Neni konecné axiomatizovatelnd.
b) Neni oteviené aziomatizovatelnd.

4) Bud A k= BIL Atomy algebry Df* (0, A) jsou prdve
UA, VA UA, VA
5) Bud BII° extenze BII o ndsledujici definice predikdtovgch symboli Ug, Vg:
Ur(z) ¢ (3y)(U(y) & R(y,x)), Vr(z) < Gy)(V(y) & R(y, z)).
Teorie BII° je f-homogennd.

Diikaz. 1) Jsou-li A, B modely teorie BII téZe velikosti, sestrojime pomoci (A.8)) snadno izomorfi-
zmus A a B. Tudiz je BII kategoricka v kazdé nekonecné velikosti. Odtud plyne, Ze je BII kompletni.
Kazdy model teorie BII ma dle Lowenheim-Skolemovy véty spocetny elemetarni podmodel a ten
je diky w-kategori¢nosti jediny az na izomorfizmus; je to tedy prvomodel.

2) a) Budte A C B modely BII, o(%) né&jaka LB -formule, @ € A®); dokazujeme A |= pla] <
B = ¢[a]. Budte A’, B’ dle Léwenheim-Skolemovy véty takové, ze A < A", B < B/, |B| < |A'| =
|B'|. Protoze [UA| = [UB'| = |A'| a podobné pro V a W, existuje dle izomorfizmus h
struktury A’ a B’, identicky na A. Pak mame

A plal & A | yla] & B = plha] < B | pha] < B = ¢la).

b) Ukézeme, Ze BII neni 1-koexisten¢ni. Budte A, B modely BII, a € W4 — RA[VA], b ¢
WB — RB[UB]. Pak f = {{a,b)} je parcidlni vnofeni A do B. Plati: A = x(z)[a], kde x(z) je
R(y, ) & U(x). Avsak B i x(2)[f(a)).

3) a) Sporem. Pokud by BII byla kone¢né axiomatizovatelnd, bylo by mozné nahradit schema
yexistuje nekonecné prvka“ formuli ,existuje alespon n prvki“ s jistym n € N. Pak by existoval
kone¢ny model takové axiomatiky, coz je spor.

b) Kazdy model teorie BII mé ¢tyiprvkovou podstrukturu; ta neni modelem BII a tudiz BII
neni oteviené axiomatizovatelna.
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4) Staci dokazat, 7e zadné z uvedenych ¢ty mnozin X nema vlastni neprazdnou podmnozinu
Y definovanou bez parametrii v A. Pokud je ) # Y C X4 existuje, a € Y, b€ X4 —Y a prosté
zobrazeni f mnoziny X4 na X” s f(a) = b. Podle existuje automorfizmus h struktury A
roz§itujici f; pak neni h[Y] =Y, tudiz Y neni definovand bez parametri v A.

5) Bud f neprazdné konec¢né parcidlni vnofeni modelu A teorie BII do modelu B teorie
BII, necht x(zo,...,7n_1,y je elementarni konjunkce jazyka LB a ag,...,a,_1 jsou z dom(f)
a dz A spliyje A & x(zo,...,2n-1)[ao,...,an—1,d]; hleddme d’ € B tak, aby platilo B
xX(Zoy .-y xn—1)[f(a0),. .., flan—1),d']. Je-li néktery konjunkt z x tvaru x; =y, P(x;,y), Py, z;),
R(z;,y), R(y,x;), je prvek d' jednoznaéné uréen. V opa¢ném piipadé je tieba volit d’ tak, aby
spliioval kone¢né mnoho negaci atomickych formuli uvedenych tvart o prvcich f(a;) v B; to diky
nekone¢nosti mnozin UZ, VB, U g, Vé“ lze. O

POZNAMKA A.8.5. To, ze BII nema eliminaci kvantifikdtorti, miizeme dokazat i nasledovné.

Bud A E BII Pak algebra podmozin A, definovanych bez parametr v A néjakou otevienou
formuli s jedinou proménnou, je jasné generovand mnozinami U4, VA A — (U4 U VA)(které
jsou jejimi atomy a tedy je to algebra osmiprvkova). Specidlné mnozina {a € A; (Jy)(U(y) &
R(y,x))[a]} neni v této algebte; tudiz (Jy)(U(y) & R(y,x)) neni v BII ekvivalentni zddné oteviené
formuli.
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A.9 Poznamky.
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Priloha B

Nerozhodnutelnost

B.1 Zakladni pojmy.

Zakladnim cilem je zjistit slozitost mnoziny Thr vSech dokazatelnych sentenci dané teorie T,
zejména zda je dana algoritmicky, Cili je rekurzivni; je-li, budeme fikat, ze je T' rozhodnutelna,
v opa¢ném piipadé pak nerozhodnutelna.

Neni-li feceno jinak, rozumime déle ¢isly prirozend ¢isla. Rekurzivni funkce jsou ¢iselné totalni
funkce definované induktivné v[B.1.2] rekurzivni relace jsou pak ty, jejichZ charakteristické funkce
jsou rekurzivni. Jsou to praveé ¢iselné totalni funkce a relace, definované A;-formuli aritmetiky ve
standardnim modelu N pfirozenych &sel — viz [B.1.3l Mluvi se pak o induktivnim & aritmetickém
modelu rekurzivnich funkci a relaci. Dalsim modelem je pak turingovsky, poskytujici tyto funkce
a relace pomoci Turingovych strojt.

Mnozinu Thy lze mit ddnu jako ciselnou na zakladé ,cCiselné prezentace” zakladni syntaxe
teorie T. Zakladnimi syntaktickymi pojmy rozumime ty, které nakonec dovoli definovat Thry.
Ciselna prezentace je takova, ze symboly jazyka uvazované teorie jsou dany jako pfirozena &isla,
koneéné sekvence symbola, koneéné sekvence takovych kone¢nych sekvenci atd. jsou (zakédovany)
jako prirozena cisla a dale relevantni syntaktické predikce a operace jsou dany jako predikce a
operace s prirozenymi ¢isly. Takovou prezentaci 1ze mit v jisté expanzi N~ standardniho modelu N
prirozenych ¢isel o vhodné definované funkce a predikaty. Mezi nimi budou takové, které prezentuji
ykalkulus (kone¢nych) sekvenci®, tj. pojem ,byt sekvenci“ a dale bé&zné operovani se sekvencemi,

jako ziskani délky, konkatenace, vytvofeni (kédu) sekvence (z1,..., 2, ), atd.
KdyZ napt. Vr : N — N je definovana prosta ¢iselnd funkce a Vr(n) prezentuje n-tou pro-
ménnou v,, dale ¢islo =* resp. +°* prezentuje symbol = resp. bindrni funkéni symbol 4+, tak

(=*,Vr(1),Vr(1)); prezentuje atomickou formuli v; = vy, (+°*,Vr(1),Vr(2))s prezentuje term
v1 + vg. Déle dvojice relaci F(x), Arg s F(z) + = = +°, Arg(z) « = = (+°,2)2 prezentuje
jazyk L = (+), kde + je binarni funkéni symbol. Predikaty Term; ¢i Fmy jsou definovény in-
duktivné; protoZze v ,prezentacni strukture“ N~ plati axiomy indukce, jsou uvedené predikaty
rovnéz prezentovany v N~. Podobné tam je i syntaktickd operace ,vysledek substituce termu za
proménnou do formule“ a vSechny dalsi predikce a operace ze zakladni syntaxe. Stru¢né feceno:
,brezentacni struktura® umozinuje rozvijet zakladni syntax jazyka v ni prezentovaného tak, jak
se to provadélo v ,pfirozené prezentaci“ (metamatematiky) dosud. Dokonce to lze uéinit v ramci
teorie S”, kterd je N™ modelem; mluvime pak o ,aritmetické prezentaci® ¢ ,aritmetizaci“ zédkladni
syntaxe v ,prezentacni teorii“ S”. Viz [B.1.Al

Hierarchie aritmetickych formuli a aritmetické mnoZiny.
Pfipomeitime, Ze jazyk aritmetiky je (S, +,-,0, <). Jazyk obsahujici S a 0 se nazyva numericky a
teorie v ném numerickd. Pro n € N a je n term S---S0, S aplikovdno n-krat; nazyva se (n-ty)
numerdl a 0 je 0. Pro term ¢ znadi nt term ¢ + - - - + ¢, 4+ aplikovano (n — 1)-krét.
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B.1.1. X,-, I1,,- a A,-formule a mnoziny. Aritmetické mnoziny.

1. Omezend formule jazyka aritmetiky je formule jazyka aritmetiky, ve které je kazda kvan-
tifikace omezend, tj. tvaru (Qz < y), kde @ je kvantifikdtor a z,y jsou rtzné. Takova formule
je ekvivalentni formuli tvaru (Qi1z1 < y1) - - (Qnzn < yn)p, kde @Q; jsou kvantifikdtory a ¢ je
oteviena formule.

2. Hierarchii X, -formuli a I1,, -formuli jazyka aritmetiky definujeme indukci:

e Yy-formule a IIp-formule jsou pravé omezené formule.

e 3, -formule resp. II,,-formule jsou formule pravé tvaru (3z)¢ resp. (VT)p, kde ¢ je II,,_1-
formule resp. ¥,,_;-formule.

e Formule jazyka aritmetiky je A,, (-formule), je-li logicky ekvivalentni jak néjaké X, -formuli
tak néjaké IIL,-formuli.

Je-li T néktery ze symbola 3, II,,, A,, zna¢i I' také mnozinu vSech I'-formuli. Je-1i navic T
teorie resp. struktura v jazyce L rozifujicim jazyk aritmetiky, je (I')T resp. (I')* mnozina vSech
T-formuli v T resp. v A, tj. takovych, které jsou ekvivalentni v T resp. v A néjaké I'-formuli.
Pro T préazdnou piseme jen ()" a je-li L jazyk aritmetiky, miizeme pséat téz jen I'. Zcela stejné
definujeme %, -, II,, .- a A, p-formule jazyka L obsahujiciho <, dale (ETL,L)T éi (En_yL)A atd.

3. Rik4 se, 7e mnozina je ¥, resp. II,, resp. A,, (-mnoZina), je-li to mnozina definovana (s pa-
rametry ¢i bez parametrii) n&jakou X,- resp. II,- resp. A,-formuli ve standardnim modelu N.
Obory takovych podmnozin N* jsou uzavieny na sjednoceni a priinik. Komplement %,,- resp. II,,-
mnoziny je II,,- resp. ¥,-mnoZina, komplement A,-mnoziny je A,-mnozina. Je-li A C NF i jeji
komplement ¥,,-mnozina, je to A,-mnozina. Slozeni totalnich funkci, které jsou A,,, je A,,. Kazda
mnozina definovatelnd v N je X, a také II,, pro néjaké n (diky tomu, Ze definujici formuli mizeme
vzit v prenexnim tvaru); mnoziny definovatelné v N se nazyvaji aritmetické. Oznacme jesté

Ny, resp. NI, resp. YA, (B.1)

mnozinu vSech podmnozin N, definovanych v N néjakou X,,- resp. II,,- resp. A, -formuli. Plati pro
n € N:
NE0 = NH0 = NA0 - NAn = Nzn N NHn - NZn U NHn c NAn-&-l-

Rekurzivni funkce a relace.

B.1.2. Obor rekurzivnich funkci je nejmensi obor ¢iselnych funkei (tj. tvaru F : N® — N s nenu-
lovym n € N), ktery obsahuje funkce S,I?, +, -, K. (tzv. zdkladni rekurzioni funkce: S(x) = x + 1,
IM(21,...,2,) =2; (prol <i<n),Kc :N? - 25K (z,y) = 0resp. 1 & = < y resp. jinak — K
je charakteristickd funkce relace <) a je uzavieny na skldadani a specidlni p-operaci, kterd funkci
G : N"t! — N s (V2)(32)G(z,z) = 0 ptifadi funkci pxG(a@,r) = min{b; G(a,b) = 0)}. Ciselna
relace ¢i mnozina (tj. n&jaké S C N™) je rekurzivni, je-li jeji charakteristickd funkce rekurzivni, a
je rekurzivné spocetnd, struéné r.s., existuje-li rekurzivni relace R tak, ze S(@) <> (3z)R(G, x) plati
pro kazdé @ € N™, tj. je-li to defini¢ni obor néjaké rekurzivni relace. Komplement relace R C N
je N* — R, strucné téz —R.

TVRZENI B.1.3.
1) a) Totdlni éiselnd funkce je rekurzivni, prdvé kdyz je Ay, pravé kdyz je .
b) Ciselnd relace je rekurzivni, prdvé kdyz je Ay
2) a) Ciselnd relace je rekurzivné spocetnd, prdave kdyz je .
b) (O komplementu.) Je-li ¢iselnd mnoZina i jeji komplement r.s., je to rekurzivni mnoZina.

Diikaz. Dikazy 1) a), b), 2) a) neuvadime, nejsou vSak obtizné. 2) b) je trividlni disledek. O

Plati tedy:
obor viech rekurzivnich podmnozin N = NA; C N3, = obor vsech r.s. podmnozin N.

PRIKLADY B.1.4.
1. Vlastnosti ,y je délitel z“, ,x je prvocislo“ jsou A; v N.
2. Kazda kone¢na podmnozina N je spocetna. Mnozina Prv C N vsSech prvocisel je rekurzivni.
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Aritmeticka a ¢iselna prezentace syntaxe.

B.1.5. Specifikace ,prezentac¢ni teorie S™* a ,prezentacni struktury“ N~.
S je jednoduché extenze aritmetiky I¥; (= Q U schema indukce pro ¥;-formule) s N = S,
S” je extenze S o vSechny Aj-definice.
N~ je pfirozena expanze N do modelu S”.

B.1.6. Vlastnosti S”.

Teorie S” je ,,A1-plnd“ (co do obsaZnosti a konstrukénosti), tj. plati nasledujici a) — ¢):

a) i) ¥y (s[5~ ]-formule je v S” ekvivalentni X [IT;]-formuli. ii) Ay 1 (s-)-definice po-
skytuje jiz existujici symbol teorie S”. iii) Obor ¥;- a IT;-formuli teorie S” je uzavien v S” na
konjunkce, disjunkce, omezené kvantifikace (Qx < t) s termem ¢, A;-formule pak i na negaci. iv)
Plati kazdy axiom indukce pro ¥;-formule teorie S”.

b) V §” je ,kalkulus sekvenci, tj. predikdtovy symbol Seq(z) (z je koneéna sekvence), funkéni
symboly lh(z) (délka z), (z), (y-ty ¢len ), x|y (zkraceni « na délku y), z_y (konkatenace z a y), n-
arni funkéni symboly (21, ..., Zn)n, struéné (zq,...,2,),sn € Na ()g =0; (x1,...,Tn)n je kéd n-
tice x1,...,x,. VSe mé (v S~ dokazatelné) pfedpoklddané vlastnosti. Plati nap¥. Seq({(x1, ..., Zn)n),
h({z1,...,zn)n) = n, lh(z) <z, (z), <z, 3y > z)-Seq(y). V S" je unarni funéni symbol BS
takovy, Ze plati ,s je sekvence délky < z prvka < z“ — s < BS(x).

O konstrukci uvedenych pojmi. Zakladem je funkéni symbol (,) uspofddand dvojice, kde
(x,y) =2+ 2z=(z+y+1)(x+y)+ 2z, a jisté elementdrni poznatky o délitelnosti v IX;, umoz-
fujici konstrukei tzv. Godelovy fS-funkce s vlastnostmi: S(z,y) < z = 1, (32)(Vi < n)(B(x,i) =
F(i,D)), kdyz F(i,p) je funkéni symbol z S”, pfi¢emZ proménné x, n nejsou mezi proménnymi 4, p.
Pak se definuje napt. lh(z) = 5(z,0), (z), = B(z,y + 1),

Seq(z) < (¥ < 2)(Ih(y) # h(z) V Gu < h(z))((9)u # (2)a).
¢) 1) Rekurzi sestrojena funkce je v S”, je-li ,konstruujici“ funkce z S”.
ii) Je-li notace F v S" (tj. F, Arg jsou v S7), je obor D(F) designatori v .S”.
(Diikaz ii). Obor D(J) designatort je definovan formuli (Ju)(,,u je odvozeni v F* & x = () (y)~1)s
kde ,u je odvozeni v F* je definovano A; r(g-)-formuli, jak se snadno zjisti. Ziejmé lze (Ju) na-
hradit (Ju < BS(z)). Tedy uvedena definice je A (g~ a tudiz D(F) je v S". 0)
B.1.7. Prezentace zakladni syntaxe v S” a N~. Rekurzivné axiomatizovana teorie.

e Logické symboly se prezentuji jako rtizné konstantni termy —*, —*, v*,V®,=* tvaru n s (tech-
nickou podminkou) =Seq(n). V .S" je funkéni symbol Vr(z) = (v°®, z), prezentujici z-tou promén-
nou, relaéni symbol Var(y) <> (Iz < y)(y = Vr(z)), znadici ,y je proménnd“, relacni symbol
Gags(z) < (Fy < 2)(Var(y) & (z = (V*,y))), znadici ,,z je obecnd kvantifikace®.

Jazyk L je v S" dan néjakymi symboly R, Arg,F, Arg teorie S”; pfitom R, F jsou disjunktni
a neobsahuji zadny mimologicky symbol a R(x) — —Seq(z), F(z) — —Seq(x). R(x) resp. Arx(x)
znadi, ze ,x je relaéni symboly L resp. ,Cetnosti Arx(x)“ a podobné pro F. Diky c) ii) méme
téz v §” obor L-termi resp. L-formuli, dany jako predikdtovy symbol Termj resp. Fmy. Je jen
technickym problémem zjistit, ze potifebné syntaktické predikce a operace, jako napi. ,x je volna
proménnd v y“, .x je sentence“, .z je substituovatelné za y do z“, ,vysledek substituce termu z
za proménnou y do formule z“ jsou v S”, symbolicky po Ffadé znacené nasledovneé:

Fry(x,y), Sentr(x), Substl(x,y, z), Suby(z,vy, z), LAxy.
Pro numericky jazyk je v S* i Num(z), poskytujici z-ty numeral. Sumérné feceno: Je-li jazyk
v 57, je jeho zdkladni syntax v S”. Index L v symbolech Termy, Fmy, atd. ¢asto pro prehlednost
vynechavame.

L-teorie T je dale dvojice L, Axp, kde Axr je novy predikatovy symbol s Axy(z) — Fmy (z),
predstavujici axiomatiku 7. Oznac¢me Lpi;?; formuli (B22), zachycujici vztah .y je dikaz x v T*:

Seq(y)& h(y) # 0 & (Y)m)-1 = 2 & (Vu < 1h(y))(LAX((y)u) V Axr((y)u) V (B.2)

(Fv,w <u) (Y)o = (=% (Yw, W) V (32 < (9)u)(Gas(2) & (¥)u = (2, (¥)0)))-
Bud S°(T) extenze S” o definice Prir(z,y) < wig (z,y), Thr(z) + (Jy)Prfr(x,y) & Sent(z) a
nThr(z) <> Thr({(—*,x)); S™(T) poskytuje aritmetickou prezentaci zakladni syntaxe teorie T

e Je-li O symbol jazyka L(S"), ozna¢me ‘O jeho sémantickou interpretaci v N". Mame pak

napt. Ciselnou prezentaci Fmjy mnoziny formuli jazyka L z S”; jeji prvky jsou ,ciselné kédy*
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formuli jazyka L. Kdyz jesté Axr C Fmp, je dvojice 'L, Az Ciselnd prezentace néjaké L-teorie
T, a (N”, AzT) lze jednozna¢né expandovat do modelu teorie S™(T), ktery ozna¢me N (T). Zde
pak mame ‘Thy jakozto ¢iselnou prezentaci syntaktické predikce , byt sentenci dokazatelnou v T
a Thy C N. Symbol * mtzeme vynechat pro prehlednost, pokud to nevede k nedorozumeéni.

e Teorie (¢iselné prezentovand) je rekurzivné aziomatizovand, je-li jeji axiomatika rekurzivni.

POZNAMKA o vyjadfovani. Bud T v rekurzivnim jazyce. Pak se o ni vyjadiujeme v ,,piirozené“
prezentaci a fikdme napf. ¢ je sentence, T F ¢. Totéz vyjadiime v ¢iselné prezentaci jako Sent(yp),
“Thr(p), chapeme-li jiz ¢ jako ¢iselné prezentované (a tedy ¢ € N), a jako Sent(p), Th(y), jde-li o
aritmetickou prezentaci. Nékdy se pro nazornost uziva symbol "7 k oznaceni éiselné prezentace
prirozené prezentované formule ¢. Je-1i T" numerickd, tj. v jazyce obsahujicim 0, S, kdy lze mlu-
vit o numerélech, tak pro ¢ tvaru ¢(vg), ma dobry smysl formule ¢(vg/ ™), struénéji ("),

nejprehlednéji jen ¢(p), v numerické prezentaci pak Sub(p, Var(0), Num(y)); vynechali jsme .

B.1.8. Rozhodnutelna a nerozhodnutelna teorie a jazyk.
Teorie T' v rekurzivnim jazyce je rozhodnutelnd, je-li Thp rekurzivni; jinak je nerozhodnutelnd.
Rekurzivni jazyk L je (ne)rozhodnutelng, je-li (ne)rozhodnutelnd prazdna L-teorie.

B.1.9. Shrnuti o ,prezentacni teorii“ S" a ,prezentac¢ni struktuie* N".

e 5" je Aj-plné - viz

e V S” je ddna exaktné prezentace zakladni syntaxe jazykd z S”. Je-li T v jazyce z S a s axio-
matikou Axr, je T a jeji zdkladni syntax v S (T). (Kdyz Axr je v.S™, S°(T) bud S".)

e V expanzi N~ je Ciselnd prezentace zakladni syntaxe jazykd z S°. Kazdy rekurzivni jazyk a
kazdé rekurzivni axiomatika v ném je v N". Kdyz Azr CFmyp pro L z S” je axiomatika T, je
C¢iselnd prezentace zékladni syntaxe T' v N (T).

Poznamenejme, ze v N (T) jsou prezentovany i nerekurzivni jazyky a aritmetizaci lze realizovat

bez pfedpokladu S = N.

B.2 Véty o nerozhodnutelnosti.

‘ Déle uvazujeme jen teorie v rekurzivnich jazycich a s rovnosti, neni-li feceno jinak.

TVRZENT B.2.1. (O slozitosti Prf.) Je-li teorie T rekurzivné aziomatizovand, je Prfr rekurzivni
a Thr i nThy jsou r.s.

Kriteria rozhodnutelnosti a nerozhodnutelnosti.

Diikaz plyne ihned z tvaru formule @K;i (x,y), nebot Axy muZzeme nahradit A;- resp. 3;-formuli.
O
B.2.2. Rekurzivni kompletace.

Relace R C N? je rekurzivni kompletace teorie T, kdyz

a) R je rekurzivni a pro a € dom(R) je R[a] axiomatika jednoduché kompletni extenze teorie T,

b) kazda jednoducha kompletni extenze teorie T je ekvivalentni teorii s axiomatikou tvaru R[a].
Nazorné lze Tici, Ze rekurzivni kompletace teorie T je rekurzivné prezententovany ,slaby kom-

plet“ T'; oproti kompletu zde nevylu¢ujeme ekvivalenci riznych axiomatik R[a], R[a'].

TVRZENT B.2.3. (Kriteria rozhodnutelnosti.)
1) Rekurzivné aziomatizovand kompletni teorie T je rozhodnutelnd.
2) (Kompletacéni kriterium rozhodnutelnosti.) Rekurzivné aziomatizovand teorie T magici re-

kurzivni kompletaci, je rozhodnutelnd.

Diikaz. 1) Protoze Thy je ¥p dle [B21] staci dokézat, ze N — Thr je X;. Diky kompletnosti T
v modelu N (T) plati =Thr(x) <> nThy(z) V —Sent(z) a vidime, 7ze N — Thy je ;.

2) Pfedné Thr je Xy dle 1). Mame jesté dokdzat, ze N — Thr je X;. Necht X;-formule
a(zo, z1) definuje R a formule @Ilgrf(zo, x,y) se ziskd z cpig tak, ze nahradime Axr((y),) formuli
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a(z0, 21/ (Y)u)- gong(zo,x,y) fikd: ,y je diikaz x v R[z0]“. Z definice kompletace plyne platnost
nasledujici formule v N"(T): Sent(x) & —=Thr(z) <> Sent(z) & (Jzo, y)(cpgrf(zo, (—=*,z),y)). For-
mule vpravo od < je v N (T) ekvivalentni ¥;-formuli diky tvaru <p£Tf . Tudiz Sent — Thy je 3;
a tedy i N — Thy = (Sent — Thy) U (N — Sent) je 3. O
B.2.4. Metoda algoritmického prekladu.
Budte T, T” teorie. Zobrazeni F' : Sentp — Sentr, které je Ay (¢ili rekurzivni relaci) je algoritmicky
preklad teorie T do T, jestlize pro kazdé a € Sentr je Thy(a) < Thy (F(a)).
Je-li F algoritmicky preklad T' do T”, zifejmé plati:
Je-li T nerozhodnutelné, je 7' nerozhodnutelns.

TVRZENI B.2.5. (Kriteria nerozhodnutelnosti.)
1) Bud F : Senty — Sentyr s F(p) = ¢* ddno ndsledujici tabulkou.

Vaztah T a T’ o*
a) T’ je konzervativni extenze T. ©
b) T je koneénd jednoduchd extenze T’ (x1& - &xn) =0
0 ATIOMY X1,---,Xn, JEZ JjSOU Sen-
tence.
c) T je extenze T' o konecné definice. | ,preklad® ©* formule p do L': TH p & T+ ¢*

Pak F je algoritmicky preklad T do T' a tedy: Je-li T nerozhodnutelnd, je T' nerozhodnutelnd.

2) Bud T’ extenze T jen o nové konstantni symboly (a Zddné nové mimologické axiomy). Pak
T je nerozhodnutelnd, prdvé kdyZ je T' nerozhodnutelnd.

Diikaz. 1) Zobrazeni F je A, nebot konstrukce ¢* se odvolava jen na ¢ a koneéné konkrétnich
formuli. Diky uvedenému vztahu mezi T a T" pak pro L(T")-sentenci mame Thy(p) < Thy (F(p)).

2) T' je konzervativni extenze T, tudiZ z rozhodnutelnosti 7" plyne rozhodnutelnost 7. Bud
naopak T rozhodnutelné. Sentenci ¢ jazyka L(T") pfitadme algoritmicky formuli ¢’ ziskanou z ¢
nahrazenim kazdého nového konstantniho symbolu proménnou Vr(¢ + ¢), a dale bud ¢* generdlni
uzaver ', opét jasné ziskany algoritmicky; tedy je rekurzivni i funkce

F = {{a,a*); a € Sent (1)} U{(a,0); a € N — Sentp,}

Dle véty o konstantach je 7" ¢ < T I ¢*. Tudiz Thys = Sent 7y N Thy(F) a mnozina vpravo
je Ay ¢ili rekurzivni. Tedy je Thy rekurzivni a T je rozhodnutelna. O

Véty o nerozhodnutelnosti.

B.2.6. Reprezentovatelnost.
Funkce F : N — N resp. relace R C N” je reprezentovand v numerické teorii 7' formuli
o(x1, ..., Tn,y) resp. P(x1,...,2T,), plati-li pro kazdou n-tici a4, ..., a, Cisel:
TFo(ag,.--,a,,Y) < y=F(a,...,ay) resp.
R(a1,...,an) = THF¢Y(ay,...,a,), —R(a,....an)=TFY(ay,...,aq,).

r=n
Poznamenejme, Ze nasledujici tvrzeni mizeme ekvivalentné formulovat pomoci ,rekurzivni®
misto ,Aj(-mnozina)“ a ,r.s.“ misto ,%;(-mnozina)“.
VETA B.2.7. (O A;-neoddélitelnosti.) Bud T bezespornd numerickd teorie a necht kazdd A;-

podmnozina N je reprezentovand v T néjakou formuli. Pak plati:

1) Necht P C N oddéluje Thy a nThy, tj. obsahuje jednu z uvedenych mnoZin a je disjunktni
s druhou. Pak relace Ep = {(a,b) € N?; P(Sub(a, Vr(0), Num(b)))} kdduje vsechny A;-
podmnoziny N, tj.plati: Pro kaZdou Aq-mnozinu A C N ezistuje a € N s A = Eplal.

2) Thr a nThy nelze oddélit Aq-mnoZinou. Specidlné je T nerozhodnutelnd.

3) Je-li T navic rekurzivné aziomatizovand, tak N — (Thy UnThr) je II; a neni X.
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Diikaz. 1) Pfedné Thy a nThy jsou disjunktni diky bezespornosti. (Nebot Thr(n) a nThr(n)
dava Thr(m), kde m je konjunkce n a negace n.) Oznaéme Sub(a, Vr(0), Num(b)) jako Sb(a,b).
Necht P C N oddéluje Thy a nThy; z divodu symetrie mtizeme predpokladat, ze Thy C P. Pro
Aj-definovanou mnozinu A C N existuje L(T')-formule a (tj. Fm(a)) s jedinou volnou proménnou
VE(0) tak, e b € A = Thy(Sb(a,b)) = P(Sb(a,b)), b ¢ A = nThy(Sb(a,b)) = —P(Sb(a, b)).
Tudiz b € A < Ep(a,b), tj. Epla] = A.

2) Kdyz P C N oddéluje Thy a nThy a je A1, je A1 i A= {a €N; -Ep(a,a)}. Pak existuje
a € Ns A = Epla]. Specidlné mame —FEp(a,a) < a € A < Ep(a,a)-spor.

3) Nyni Thy i nThy jsou ¥; dle B2l Kdyz N — (Thy UnThy) je ¥4, tak je i N— Thy =
nThy U (N — (Thy UnThr)) a tedy Thr je Ag; to je ve sporu s 2). O

VETA B.2.8.
1) (O reprezentaci A; funkei a relaci v Robinsonové aritmetice Q.)
a) Kazdd totdlni funkce, kterd je X1, je reprezentovand v Q néjakou 31 -formuli.
b) Kazda relace, kterd je A1, je reprezentovand v Q néjakou 31 -formuli.

2) (O nerozhodnutelnosti.) Bezesporna teorie rozsitujici Robinsonovu aritmetiku Q je neroz-
hodnutelnd a je-li navic rekurzivné axiomatizovand, neni kompletns.

3) Dtisledky. a) Thq je 1 a nent Aq, Sentrq) — (Thq UnThq) je II; a neni ¥;.
NAy %y, NAy VIO, Ny £ NI
b) Jazyk aritmetiky je nerozhodnutelny.

Diikaz. 1) Neuvadime dikaz, neni vSak obtizny. 2) Nerozhodnutelnost plyne ihned z [B:27 a 1),
nekompletnost v piipadé rekurzivni axiomatizovatelnosti pak jesté uzitim [B.2.3] 1). 3) a) plyne
z 1) a [B217 3). Dokazme b) Teorie Q je extenze prazdné teorie T' v jazyce aritmetiky; je to
nerozhodnutelnd jednoduché extenze o kone¢né axiomi, tedy je T" nerozhodnutelna dle O

TVRZENI B.2.9. Bezespornd rekurzivné aziomatizovand extenze Robinsonovy aritmetiky Q md
pravée kontinuum neekvivalentnich JKE.

Diikaz. 1) Bud T uvaZovana teorie. Jeji bezesporna jednoduché extenze o koneéné axiomi je
nerozhodnutelnd a nekompletni dle Pro kazdy vrchol o stromu (|J,cy"™2,C) sestrojime
bezespornou jednoduchou extenzi T, teorie T' o koneéné axiomu takto: Bud Ty teorie T. Mame-li
T,, bud o, nezavisla sentence teorie T,. Bud ¢,-g formule —p, a ¢,-1 formule ¢,; bud T,.; =
T, U{po-i}. (o7i znaci 0 U{(n,i)}, kde n = dom(c).) Pro f € "2 bud T} extenze T pravé o axiomy
optnsn €N (tj. Ty = U,enTrin)- Pro f #g € N a nejmensi n s f(n) # g(n) je v jedné z teori
Ty, T, formule ¢y ,41, pravé kdyz je v druhé jeji negace. Je-li konecné T]’c jednoduché kompletni
extenze teorie T, jsou T} s f € ™2 hledané teorie. O

TVRZENI B.2.10. (O r.s. axiomatizovatelnosti.) Teorie s r.s. aziomatikou je ekvivalentni teorii
s rekurzivng aziomatikou.

Diikaz neuvadime. O
Néktera vyse uvedena tvrzeni plati tedy i s pfedpokladem r.s. axiomatizovatelnosti misto re-
kurzivni axiomatizovatelnosti.

Silna nerozhodnutelnost.

B.2.11. Silné nerozhodnutelna struktura. Definovatelna struktura.
1. Struktura A v rekurzivnim jazyce je silné merozhodnutelnd, je-li nerozhodnutelnd kazda
teorie, ktera ji ma za model.
2. Bud A struktura pro jazyk konecné signatury. Struktura A je definovatelnd ve strukture
B, jestlize A je podmnozina B definovand bez parametrii v B a kaZzd4 relace nebo funkce z A je
restrikci na A né&jaké relace nebo funkce definované bez parametri v B.

TVRZENT B.2.12. (O silné nerozhodnutelné struktute.) Je-li A silné¢ nerozhodnutelnd struktura
definovatelnd ve struktuve B pro jazyk konecéné signatury, je B silné nerozhodnutelnd struktura.
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Diikaz neuvadime, neni vsak obtizny. O
Priiklady rekurzivnich kompletaci a silné nerozhodnutelnych struktur.

PRIKLADY B.2.13. Nésledujici teorie maji rekurzivni kompletaci:
1. Teorie ¢isté rovnosti PE, teorie hustého linedrniho usporddani DeLO™.
Diikaz. Rekurzivni kompletace PE je relace R C N2, kde pro 0 < n € N je R[n] je jednoduché
extenze PE o jediny axiom ,existuje pravé n prvka“ a R[0] je jednoduché extenze PE o schema
sexistuje nekone¢né prvki®. Teorie DeLO™ méa 4 jednoduché kompletni extenze a kazda je jasné
rekurzivné axiomatizovana. O
2. Teorie algebraicky uzavienych téles ACF.
Diikaz. Komplet K teorie ACF je tvoien pravé teoriemi ACF,, kde p je prvocislo nebo 0. Kazdé al-
gebraicky uzaviené téleso je totiz i) nekoneéné, ii) nékteré takové charakteristiky p, iii) kazd4 teorie
ACF, je kategoricka v kazdé nespocetné kardinalité a tudiz kompletni. Ziejmé lze K rekurzivné
prezentovat. O
3. Teorie Booleovych algeber BA. Diikaz neuvadime.

PRIKLADY B.2.14. Struktury, které nejsou silné nerozhodnutelné.

1. Struktura (A) (s A # 0) neni silné nerozhodnutelnd, nebot je modelem rozhodnutelné teorie
Cisté rovnosti.

2. Husté linedrni usporadani neni silné nerozhodnutelnd struktura, nebot je modelem rozhod-
nutelné teorie DeLO*.

3. Abelova grupa neni silné nerozhodnutelné, nebot teorie Abelovych grup je rozhodnutelna.
Dtikaz rozhodnutelnosti teorie Abelovych grup neuvadime; je dosti komplikovany.

PRIKLADY B.2.15. Nékteré silné nerozhodnutelné struktury a nerozhodnutelné teorie.

1. N=(N,S,+,-,0,<) je silné nerozhodnutelna struktura.

Dikaz. Kdyz N = T, tak T'U Q je bezespornd extenze Q a tedy je nerozhodnutelnd; je to i jedno-
duché extenze T' o kone¢né axiomt, tudiz je T nerozhodnutelné dle kriteria nerozhodnutelnosti.

2. Z={Z,+,—,-,0,1) je silné nerozhodnutelna struktura.

Disledek: Teorie okruhti, komutativnich okruhti a obort integrity jsou nerozhodnutelné.
Diikaz. N je definované v Z formuli (3x1, x2, 3, 24)(x = 2121+ 2222+ x323+2424) dle Lagrangeovy
véty, tedy struktura N je definovatelnd v Z, tudiz je Z silné nerozhodnutelnd dle véty o silné
nerozhodnutelné strukture.

3. Q =(Q,+,—,-,0,1) je silné nerozhodnutelna struktura.

Dusledek: Teorie téles a teorie téles charakteristiky 0 jsou nerozhodnutelné.

Diikaz. Dle vysledku J. Robinsonové je Z definovatelné v Q. Tudiz Z je definovantelné v Q a je
tedy Q silné nerozhodnutelnd struktura.

B.2.16. Tabulka [B.I] uvadi nékteré teorie ¢i jazyky s rovnosti se silné nerozhodnutelnym mode-
lem. Struktura (Perm(Z), -,1d) je silné nerozhodnuteln nekomutativni grupa, pficemz Perm(Z) je
mnozina viech bijekci Z. Zadna Abelova grupa neni silné nerozhodnutelna, nebot teorie Abelovych
grup je rozhodnutelné. Dalsi podrobnosti neuvadime.

’ Teorie se silné nerozh. modelem ‘ ’ Jazyk se silné nerozh. modelem ‘
Teorie grup (R), R kvaternarni relace
Teorie obycejnych grafii (R), R binarni relace
Teorie svazi, teorie usporadani (F,G), F,G unérni funkce

Tabulka B.1: Teorie a jazyky se silné nerozhodnutelnym modelem.

B.2.17. V tabulce[B.2l plyne kompletnost DiL.LO pomoci extenze DiLO° o predikce z <, y sn € N,
znacici x < y & ,mezi x a y je pravé n prvki“; DiLO° mé eliminaci kvantifikdtort a prvomodel.
Kompletnost DeLO plyne z w-kategori¢nosti. Kompletnost SCy plyne diky kategori¢nosti v kazdé
nespocetné kardinalité a uzitim kategorického kriteria kompletnosti. Kompletnost Pr a RCF plyne
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Kompletnost ACFy plyne z kategorlcnostl v kazdé nespocetné kardlnahte, detaily neuvadlme.
Uveden4 neexistence rekurzivnich axiomatik pro Th(.A) plyne ze silné nerozhodnutelnosti struktur
A; kliéem je silnd nerozhodnutelnost N a jeji definovatelnost v ostatnich dvou. Nearitmeti¢nost
Thr plyne z nearitmetitmeti¢nosti Thy pro T = Th(N) (uZitim nedefinovatelnosti pravdy); detaily
neuvadime.

A Rekurzivni axiomatika T ekvivalentni s Th(.A) Thy
(z,<) DiLO rekurzivni
Q,<) DeLO rekurzivni
(N, S,0) SCo rekurzivni
(N, S, +,0) Pr rekurzivni
<N S, +,+,0,<) neexistuje nearitmeticka
(Z,+,—,-,0,1) neexistuje nearitmeticka
Q,+,—,-,0,1) neexistuje nearitmeticka
(R,+,—,-,0,1) RCF rekurzivni
(Cy+,—,-,0,1) ACF, rekurzivni

Tabulka B.2: Rekurzivni axiomatika teorie 7' = Th(A) a slozitost Thy.

Prvni Gédelova véta.

VETA B.2.18.
1) (Diagonalni lemma.) Bud T rozsivent teorie Q. Pak pro formuli p(vo) teorie T existuje jeji
sentence ©* tak, Ze T = ©* < o(¢*).
2) V bezesporném rozsiteni T teorie Q neexistuje definice pravdy.
Pritom formule 7(x) teorie T je definice pravdy v T, jestliZe pro kaZdou sentenci ¢ teorie T
plati T = ¢ < 7(p).

3) Th(N) nent aritmetickd mnoZina.

Diikaz. 1) Existuje formule 9 (vo) tak, ze T = 9 (x) < ¢(x(x)) plati pro kazdou L(T)-formuli
x(vo). Staci pak vzit ¢(¢) za *. Najdeme 1. Funkce D(x ) = Sub(z, Vr(0), Num(z)) je Ay; bud
d(vo,v1) néjakd ¥;-formule reprezentujici D v Q; pak je Q = (Vu1)(0(x,v1) ¢ v1 = x(X)) pro
kazdou L(T)-formuli x(vo). Hledané 1 je formule (Jvy1)(d(vo, v1) & @(v1)).

2) Je-li 7(x) formule teorie T', existuje dle diagonalniho lemmatu sentence ¢ s T'F ¢ <+ =7(¢);
tedy 7 nemuze byt definici pravdy v T

3) Bud T' = Th(N). Dale sporem: nechf 7(z) definuje Th(N). Pak je to definice pravdy v T,
nebot pro sentenci ¢ jazyka aritmetiky mame T'F ¢ & ¢ € T & N | 7(p) & 7(p) € T, tj.
T+ 7(p) —spors 2). O

VETA B.2.19. (Prvni Godelova véta.) Bud T bezesporné rekurzivné aziomatizované rozsiveni Q.
Pak existuje 111 -sentence pravdivda v N a nedokazatelndg v T .

Podrobnéji: Necht ¥y -formule O(z,y) definuje Prir a v je dle diagondlniho lemmatu sentence,
pro niZ je Q v < —=(3y)O(v,y). Pak T ¥ v, N = v a v je II;-formule v Q. KdyZ navic kazdd
3 -sentence dokazatelnd v T plati v N (specidlné, kdyz N =T ), je v nezdvisld sentence teorie T.

Diikaz. Necht T + v. Pak Prfr(v, d) pro néjaké d € N. Tedy Q F (Jy)O(v,y); to plyne z tvrzeni
o Xj-kompletnosti Robinsonovy aritmetiky Q: pro Yj-formuli ¢(z1,...,2%) a my,...,mg z N je
QF p(my,...,my;) < N E ¢[my,...,mg). Z definice v mame T + =(Jy)O(v, y) — spor. Dokdzeme
N E v. Necht N |= —v. Pak N = O(v, d) pro néjaké d € N a tedy Prfr(v,d), tj. T F v, coz je ve
sporu s jiz dokdzanym. O
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